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PRATARMĖ 


Šio vadovėlio pagrindas yra optimizavimo metodų paskaitos, autoriaus skai- 
tytos 1982-2003 metais Vilniaus universiteto matematikos krypties studijų 
programų studentams. 

Pirmajame knygos skyriuje apžvelgiama klasikinė ekstremumų teorija, 
su kuria studentai susipažįsta studijuodami matematinę analizę. Čia yra 
pateikta tam tikra optimizavimo uždavinių klasifikacija, aiškinamas geo- 
metrinis optimizavimo uždavinių interpretavimas (dvimačiu atveju). Sie- 
kiant pabrėžti taikomąjį aspektą yra suformuluoti kelių optimalaus pla- 
navimo problemų matematiniai modeliai. 

Antrajame skyriuje nagrinėjamas iškilasis programavimas. Čia galima 
rasti iškilųjų aibių ir iškilųjų funkcijų savybių, kurios svarbios Kuno ir 
Takerio teorijai pagrįsti. Teoriniai rezultatai taikomi konkretiems už- 
daviniams spręsti. Skyrius baigiamas bendrąja iškilojo programavimo dua- 
lumo teorija ir jos taikymu kvadratinio programavimo uždaviniui spręsti. 

Trečiajame skyriuje yra išdėstytas tiesinis programavimas. Visi teo- 
riniai rezultatai yra naudojami simplekso ir dualiojo simplekso metodams 
pagrįsti. Taip pat yra aiškinamas potencialų metodas transporto (paskirs- 
tymo) uždaviniui spręsti. Čia parodoma, kad potencialų metodas yra tam 
tikra simplekso metodo modifikacija. Sveikaskaičiai optimizavimo uždavi- 
niai yra svarbūs modeliuojant realius procesus bei reiškinius (ypač ekono- 
mikos), o tiesiškumo atveju juos gana lengva spręsti taikant tiesinio progra- 
mavimo metodus. Skaitytojas supažindinamas su sveikaskaičio tiesinio opti- 
mizavimo Gomori algoritmu. 

Visame vadovėlyje yra daug išsamiai paaiškintų uždavinių, todėl jis 
galėtų būti suprantamas ne tik studijuojančiam matematiką. 

Autorius nuoširdžiai dėkoja kolegai Vaclovui Daukšui — Vilniaus uni- 
versiteto Matematikos ir informatikos fakulteto docentui, kuris perskaitė 
šios knygos rankraštį ir pateikė daug vertingų patarimų. 


Antanas Apynis 





1. Optimizavimo uždaviniai 





Optimalumas siejamas su geriausiais galimybių variantais, įžvalgiau- 
siomis elgesio strategijomis, kai siekiama tam tikro tikslo — didžiausios 
naudos, mažiausių išteklių sąnaudų etc. Optimizavimo problemų gausu 
praktinėje žmonių veikloje, bet matematiniais uždaviniais jos tampa tik su- 
darius tam tikrus nagrinėjamų reiškinių, procesų, situacijų matematinius 
modelius. 

Pirmoji studentų pažintis su optimizavimo uždaviniais prasideda 
mokykloje sprendžiant įvairius vieno kintamojo funkcijos ekstremumo už- 
davinius, ieškant tam tikrų dydžių mažiausių bei didžiausių reikšmių. 
Studijuodami matematinę analizę, universitete jie gana išsamiai susipažįsta 
su klasikine ekstremumų teorija, jos taikymo uždaviniais. Todėl čia tik 
glaustai priminsime klasikinės teorijos rezultatus, suklasifikuosime užda- 
vinius, pateiksime matematinių modelių pavyzdžių, geometrinių inter- 
pretacijų. Pagrindinis dėmesys bus skirtas iškilajam programavimui (ypač 
Kuno ir Takerio teorijai) bei tiesinio programavimo uždaviniams ir jų spren- 
dimo metodams. 





1.1. Klasikiniai ekstremumų uždaviniai. Tegu X yra erdvės R, aibė, 
0 g - kuri nors joje apibrėžta funkcija. Ir didžiausia, ir mažiausia šios funk- 
cijos reikšmė aibėje X (kai egzistuoja) yra vadinama jos (globaliuoju) eks- 
tremumu, o aibės X taškai, kuriuose šios reikšmės įgyjamos, yra vadinami 
ekstremumo taškais. 

Didžiausią funkcijos g reikšmę aibėje X žymėsime simboliu 


max (x) , o mažiausią - simboliu minp( x). 
xeX xeX 
Globaliojo ekstremumo uždaviniai užrašomi įvairiai. Pavyzdžiui, 


minlp(x): xe XI: 
o(x)-> min, xe X; 
minp(x), kai x€ X. 
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Funkcija g čia vadinama uždavinio tikslo funkcija, o aibė X - leistinąja 
aibe. 
Taškas x€ X yra vadinamas funkcijos g Iokaliojo minimumo (Iloka- 


liojo maksimumo) tašku, jeigu egzistuoja toks skaičius £ > 0, kad su visais 
xe X NU, (x) galioja nelygybė 


o(x)<o(x) (p(x)29(x)): 
čia U„(X) [xe R: 0<|x-3|<e) yra taško x aplinka. 


Atkreipkime dėmesį, kad ir teorinius rezultatus, ir sprendimo metodus 
pakanka suformuluoti tik vienam iš dviejų uždavinių — 


minlp(x): xe X| arba max(9p(x): xe X|, 


nes uždavinių max(p(x): xe X| ir min(-p(x): xe X| sprendinių aibės 
sutampa. Be to, galioja lygybė 


max p(x) = min (-p(+))- 


Ekstremumų - tiek globaliųjų, tiek lokaliųjų — paieškos uždaviniai yra 
vadinami optimizavimo uždaviniais. 
Optimizavimo uždavinys yra vadinamas besąlyginiu, jeigu X = R, 


Vengiant painiavos tada uždavinys min(p(x): xe X|, X * R,, yra va- 


dinamas sąlyginiu optimizavimo uždaviniu. 
Klasikiniu sąlyginio ekstremumo uždaviniu yra vadinamas toks op- 


timizavimo uždavinys: 
minlp(x): x€ X|, X =[xe R,: g;(x)=0, i=1, ..., m); (1.1.1) 


čia £;, i =1, ..., m , yra kurios nors erdvėje R, apibrėžtos funkcijos. Taigi 
leistinoji aibė X yra m lygčių g; (x) =0, ž=1, ..., m, sistemos sprendinių 


aibė. 
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1.2. Ekstremumų egzistavimo sąlygos. Prisiminkime svarbiausias to- 
lydžiųjų funkcijų savybes, kuriomis yra grindžiamas optimizavimo užda- 
vinių sprendinių egzistavimas. 


1.2.1 teorema (Vejerštraso). Jeigu funkcija g yra tolydi kurioje nors už- 
daroje ir aprėžtoje erdvės R, aibėje X, tai ji šioje aibėje įgyja ir didžiausią, 
ir mažiausią reikšmę. 

1.2.2 teorema. Tarkime, kad funkcija g yra tolydi uždaroje erdvės R, 


aibėje X. Jeigu su kuriuo nors x“ € X aibė 


N(4“) = [xe X: p(x) <p|x“)| 


yra aprėžta, tai funkcija g aibėje X įgyja mažiausią reikšmę. 
Būtinosios ekstremumo sąlygos gana paprastos ir lengvai įrodomos, 
kai optimizavimo uždavinio tikslo funkcija yra diferencijuojama. 


1.2.3 teorema (Būtinoji besąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad 
aibės X CR, vidinis taškas x yra funkcijos g lokaliojo ekstremumo 


taškas. Jeigu funkcija g yra diferencijuojama taške xE X „tai (x)=0. 


1.2.4 teorema (Būtinoji besąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad 
aibės X C R, vidinis taškas x yra funkcijos g lokaliojo minimumo taš- 


kas. Jeigu šiame taške funkcija g yra dukart diferencijuojama, tai matrica 
g"(X) yra neneigiamai apibrėžta, t. y. su visais he R" galioja nelygybė 
(9 (x)h, h)Z0. 

Pakankamos lokaliojo ekstremumo sąlygos yra sudėtingesnės. Pateiksi- 


me tik vieną iš jų. 


1.2.5 teorema (Pakankamoji besąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad 
funkcija g yra dukart diferencijuojama kuriame nors aibės X CR, 
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vidiniame taške X. Jeigu g'(X)=0 ir matrica g“(X) yra teigiamai 
apibrėžta, t. y. su visais he R,, h=0, galioja nelygybė (9 (x) h, h) >0, 
tai x yra funkcijos g lokaliojo minimumo taškas. 

Klasikinis sąlyginio ekstremumo uždavinys (1.1.1) yra sprendžiamas 


Lagranžo daugiklių metodu. Pagal šį metodą nagrinėjama (pagalbinė) 
Lagranžo funkcija L(x, y): 


m 
L(x, y) =p(x)+ V via; (x). xeR,, 3y€ R, i=l,..., m. 
i=1 
Les . T ' 
Pažymėjus y = (yr: L ir g(x)= (21 (x): 5 g, (x)) „ Lagranžo 


funkciją galima užrašyti taip: 


L(x, y)=o9(x)+ (y, 2(x)), xeR,, ye R. 


Ir būtinosios, ir pakankamosios sąlyginio ekstremumo sąlygos, žinoma, 
formuluojamos optimizavimo uždavinio (1.1.1) komponentėms — tikslo 
funkcijai g bei leistinąją aibę X apibrėžiančioms funkcijoms g;, 
i=l, ..., m. Suformulavus jas reikalavimais šio uždavinio Lagranžo funk- 
cijai, gaunamos sąlygos, primenančios besąlyginio ekstremumo egzistavimo 
sąlygas. 


1.2.6 teorema (Būtinoji sąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad x€ X 
yra (1.1.1) uždavinio lokalusis sprendinys (tikslo funkcijos g lokalusis 
minimumas). Jeigu funkcijos g ir g;, i=1, ..., m, yra tolydžiai diferen- 
cijuojamos ne tik taške x, bet ir kurioje nors jo aplinkoje, o gradientai 
Og; (X) 


——“, i=l, .., m, yra tiesiškai nepriklausomi, tai egzistuoja toks 


Ox 
vektorius ye R „, kad 


0L(X, y) 


= (0). 
0x 
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1.2.7 teorema (Būtinoji sąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad x€ X 


yra (1.1.1) uždavinio lokalusis sprendinys. Jeigu 


1) funkcijos 9 ir g;, i=1, .., m, yra dukart diferencijuojamos 
taške X; 
2) funkcijos g;, ž=1, ..., m , yra tolydžiai diferencijuojamos kurioje 


nors taško X aplinkoje; 





0 
3) funkcijų 2;, i=1, ..., m, gradientai 
tiesiškai nepriklausomi, 


tai su visais y, tenkinančiais lygybę =0, ir su visais he R,, 





e Og; (X) Es ALI 4 , 
tenkinančiais lygybes Ewa h)=0,i=l,..., m, galioja nelygybė 
x 


21 (7 3 
11 >0. 


0x 


1.2.8 teorema (Pakankamoji sąlyginio ekstremumo sąlyga). Tarkime, kad 
funkcijos fir g;, i=1, ..., m, yra dukart diferencijuojamos kuriame nors 


vidiniame (1.1.1) uždavinio leistinosios aibės X taške x . Jeigu su kuriuo 
0L(X, 7) 


nors ye R, galioja lygybė 2 
x 


=0 ir su visais he R,, hZ0, 


ių „[9“L(z, 3) E T 
galioja nelygybė B h)>0, tai taškas x yra (1.1.1) uždavinio 
x 


lokalusis sprendinys. 
Šiame skyrelyje suformuluotų teoremų (joms ekvivalenčių teiginių bei 
atskirųjų atvejų) įrodymus galima rasti matematinės analizės vadovėliuose. 
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1.3. Matematinio programavimo uždaviniai. Sąlyginio optimizavimo 


uždavinys 
minlo(x): xe X|, X =[xe T: f(x)<0, g(x)=0|, T CR,, (1.31) 


(čia f (x) eR;, 2 ( x)e R,) yra vadinamas matematinio programavimo 
uždaviniu. Apribojimas x€T“ yra vadinamas tiesioginiu, o nelygybė 
f(x)<O ir lygtis g(x)=0 — funkciniais apribojimais. Aibės T CR, 
struktūra gali būti bet kokia. Pavyzdžiui, T=R,, T=[x€ R,: x20Į, 


n? 





2 ' j "E 
P=[xe RA! a; < (x, e Įsbj j=l A n|, 











F=[xe RĄi (x ele Z,j=l,..., m); čia el, j=L ...,n,- erdvės R, 


koordinatiniai vektoriai. Tarp aibę X apibrėžiančių funkcinių apribojimų 
gali nebūti tiek nelygybės /(x)<0, tiek lygties g(x)= 0. Taigi bet kuris 
klasikinis sąlyginio ekstremumo uždavinys yra matematinio programavimo 
uždavinys. 

Kai tikslo funkcija g ir vektorinės funkcijos f komponentės jį, 
i=1, ..., k, yra iškilosios funkcijos (žr. 2.3 sk.) iškilojoje aibėje (žr. 2.1 sk.) 
T, o g yra tiesinė vektorinė funkcija aibėje T", tai matematinio progra- 
mavimo uždavinys (1.3.1) yra vadinamas iškilojo programavimo uždaviniu. 

Funkcijų iškilumas ir tiesiškumas yra labai svarbios savybės, kurios 
palengvina optimizavimo uždavinių sprendimą. Griežtai iškilos funkcijos 
lokaliojo minimumo taškas kartu yra ir globaliojo minimumo taškas, o 
tiesinė funkcija, nagrinėjant ją kompaktinėje iškilojoje aibėje, ir didžiausią, 
ir mažiausią reikšmę įgyja šios aibės kontūro taške. 

Tarp iškilojo programavimo uždavinių išskirtinę vietą užima vadina- 
mieji tiesinio programavimo uždaviniai. Juose ir tikslo funkcija g yra 
tiesinė, ir visi funkciniai apribojimai ( f(x) <0, g(x)=0) yra tiesiniai. 

Iš tiesinio programavimo uždavinių išsiskiria kanoninis uždavinys, 
standartinis uždavinys, transporto (paskirstymo) ir kiti specialieji už- 


daviniai. 
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Optimizavimo uždaviniai kartais grupuojami (klasifikuojami) ir kitaip. 
Pavyzdžiui, į tiesinius ir netiesinius arba į vienmačius, dvimačius ir dau- 


giamačius. 





1.4. Geometrinis optimizavimo uždavinių interpretavimas. Kai 
sąlyginio optimizavimo uždavinio minįp(x): xe X| leistinoji aibė X yra 
kuri nors dvimatės erdvės R; aibė, jos elementus galima pavaizduoti, pa- 


vyzdžiui, stačiakampės Dekarto koordinačių plokštumos taškais. Tada tikslo 
funkcijos g kitimui pavaizduotoje srityje tirti galima naudoti lygio aibes 


(xe R3: p(x)= =), ze R. Šių aibių grafikai yra tam tikros kreivės. Pa- 
vadinkime jas tikslo funkcijos lygio kreivėmis. Stebint lygio kreivių išsi- 
dėstymą pavyksta rasti duotojo optimizavimo uždavinio sprendinių aibę 
arba įsitikinti, kad optimalaus taško jis neturi. 


E 1.4.1 pavyzdys. Pasinaudoję grafikais, išspręskime šį optimizavimo už- 
davinį: 

mind(x4 —1)7 + (45 +1) > (i 19)e X), 

X = (x; x>): 1 29, x 20, 353 -4x5 <0). 

Sprendimas. Leistinosios aibės X grafikas yra skritulio, kurio centras yra 
(0; 0), o spindulys lygus 3, išorė tarp tiesių x; = 0 ir 3x4 —4x2 =0 (žr. 1.1 
pav.). Tikslo funkcijos p(x)= (x -1J" +(x> ži) lygio kreivės yra aps- 
kritimai (4 -1J" +(x> +1) =z, z20 (1.1 pav. pavaizduotos lygio 
kreivės z=4, z=16, z= 25). Mus domina tik su sritimi X bendrų taškų 
turinčios lygio kreivės — jų taškuose tikslo funkcijos reikšmės yra vienodos 


ir lygios skaičiui z. Pagal lygio kreivių - koncentrinių apskritimų (jų centras 
(I; -1)) išsidėstymą nustatome, kad optimalus taškas yra apskritimo 


x +12 =9 ir tiesės 353, —4x5 =0 susikirtimo taškas x. Jo koordina- 
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tėms — optimizavimo uždavinio sprendiniui x — rasti reikia išspręsti lygčių 


sistemą 
+= + i =9, 
3X1 -4X) = 0. 


Gauname X =(2,4; 1,8) ir Z=min((4 1) +(1>+1))=9.8. 


xEX 









MA 














m 1.4.2 pavyzdys. Pasinaudoję grafikais, išspręskime tokį optimizavimo 
uždavinį: 
max (24 + x>) , kai 
24 - X) 2-2, 
x -3X5 <3, 
2 +3x5 Z6. 


Sprendimas. Šis uždavinys yra tiesinio programavimo uždavinys. Vaizduo- 
jant leistinąją aibę X ir tiriant tikslo funkcijos reikšmių kitimą pravartu pri- 
siminti tokią tiesinės funkcijos savybę. Tiesinės lygties L: ax, + 05x5 =b, 


ap +a4 0, sprendinių aibės grafikas stačiakampėje Dekarto koordinačių 
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plokštumoje yra tiesė. Ši tiesė dalija plokštumą į dvi pusplokštumes. Vieną 
jų užpildo tiesinės nelygybės Gjx+45x5) <b sprendinius atitinkantys 
taškai, o kitą — nelygybės ajx, +45x5 > b sprendinius atitinkantys taškai. 


Leistinajai aibei X pavaizduoti brėžiame tieses 
Li: 2x- X =-2; Lp: x - 34 =3; Lp: 2x, + 34 =6, 


nustatome atitinkamų nelygybių sprendinių pusplokštumes ir pažymime jas 
rodyklėmis prie tiesių. Gautų pusplokštumių sankirta ir yra leistinosios 
aibės X grafikas (žr. 1.2 pav.). Ši aibė nėra aprėžtoji. 

Tikslo funkcijos  g(x)=2x4+x) lygio kreivių lygtys yra 
24+x4)=z, zeR. Turime lygiagrečių tiesių šeimą (1.2 pav. 
pavaizduotos dvi: z=0 ir z=6). Rodyklėmis prie lygio tiesių pažymėję 
pusplokštumes, kurių taškuose tikslo funkcijos reikšmės yra didesnės negu 


lygio tiesėse, matome, kad sup (2x,+x5)= +. Taigi šis optimizavimo 
xeX 


uždavinys sprendinių neturi. 





1.5. Optimizavimo problemų matematiniai modeliai 


E 1.5.1 pavyzdys (gamybos planavimo uždavinys). Tarkime, kad firma 
gamina tam tikrą produkciją, naudodama m išteklių. Tegu X CR, yra 


technologiškai prasmingų šių išteklių kiekių rinkinių x= (xp: --; X, ), 
x; Z0, j=L ..., n, aibė. Paprastai ji yra vadinama technologine aibe. Ne- 
sigilindami į jos struktūrą, pažymėkime o(x) pagamintos produkcijos 
kiekį, sunaudojus išteklių rinkinį x€ X. Funkcija g yra vadinama 


gamybos funkcija. Dažnai yra taikoma Kobo-Duglaso (Cobo-Douglas) 
funkcija 
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n 


n 
o(x)=7I1 5 „7>0, 4,20, j=L „n, 2A;=l. 


j=l j=1 
Išteklių kainas pažymėkime p;, j=1, ..., n, 0 jų rinkinį p= (pri 5 D„)- 
Tada (p, x) yra išlaidos išteklių rinkiniui x€ X įsigyti. 


Turėdama ne per daugiausia pinigų, sakykime, pinigų sumą b, firma 
siekia kuo racionaliau juos panaudoti ištekliams pirkti — pasirinktasis rinki- 


nys x €X turi tenkinti sąlygą o(x)=maxo(x); čia x€X ir 


( D. x) <b. 
Taigi šio gamybos planavimo uždavinio matematinį modelį galima 
užrašyti taip: 


max(p(x): xe X(b)), X(b)=[xe X: (p, x)<b). 


m 1.5.2 pavyzdys (kuprinės uždavinys). Žygeivis turi pasirinkti reikalin- 
giausių daiktų su sąlyga, kad bendras jų svoris neviršytų k kilogramų. 
Tačiau reikalingų daiktų svoris viršija leistinąjį. Žinoma, žygeivis galėtų 
rinktis bet kaip, net atsitiktinai, ką krauti į kuprinę, o ką palikti. Bet 
panagrinėkime racionalaus elgesio atvejį. 

Tarkime, kad turimus » daiktų jis gali surikiuoti pagal svarbumą kelio- 
nėje ir geba kiekvienam jų priskirti tam tikrą naudingumo indeksą — tei- 
giamą realųjį skaičių c ;„ J=1 , n. Elgdamasis racionaliai, žygeivis tu- 
rėtų siekti didžiausio bendro naudingumo — pasirinktų daiktų naudingumo 
indeksų didžiausios sumos. 

Kad būtų lengviau sudaryti uždavinio matematinį modelį, pasirinkime 
n kintamųjų x;, j=L on, kurie gali įgyti tik dvi reikšmes: x;=1, 
jeigu j-asis daiktas pasirenkamas, ir x = 0, jeigu j-ojo daikto atsisakoma. 
Turimų daiktų svorius pažymėkime a;, j=1,..,n. Tada bendrąjį 


pasirinktų daiktų naudingumą c galėsime užrašyti formule 
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n 
cC= 2 CjXj 5 
A 
n 
0 kuprinės svorį — Suma 2 ajXj O 
j= 


Taigi kuprinės uždavinio matematinis modelis yra toks optimizavimo 


uždavinys: 


n 
max 20 „kai 
J- 


n 
Dajkj <k, 

j=1 

x;€10; jsi A 


m 1.5.3 pavyzdys (keliaujančio pirklio uždavinys). Keliaujantis pirklys 
turi aplankyti 2 miestų C,, C2, ..., C, — visus po vieną kartą. Žinodamas 
atstumus Cjj tarp miestų C; ir C; (i, /=1, 2, ..., n), jis turi pasirinkti patį 
trumpiausią kelionės maršrutą. Pradėjęs kelionę iš miesto Cj, jis turi į šį 
miestą sugrįžti. Tegu 
1, jei kelionė iš C; į C 2 įeina į maršrutą; 

a “ jei neplanuojama keliauti iš C; į C j 

Naudojant kintamuosius Xi, i, j=1, 2, .., n, nesunku užrašyti reikalavi- 
mą, kad pirklys pabūtų miestuose C3, ..., C, po vieną kartą, 0 į pradinį 
miestą C, sugrįžtų tik baigęs kelionę. Visus tokius kelionės maršrutus apra- 


šo lygčių sistema: 
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nn 
Nukeliautą atstumą galima užrašyti formule >, X cijAįj . 
i=1 j=1 
Matematinis keliaujančio pirklio uždavinio modelis yra toks optimizavimo 
uždavinys: 


n Nn 
min >, 2 cija; „ kai 
i=1 j=1 
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2. Iškilasis programavimas 





Iš pradžių susipažinkime su iškilojo optimizavimo teoriniu pagrindu — 
iškilųjų aibių ir jose apibrėžtų iškilųjų funkcijų savybėmis. 





2.1. Iškilosios aibės ir jų savybės 














Netuščia aibė X C IR, vadinama iškiląja aibe, jeigu tx+(1-4)ye X su 
bet kuriais x, yeX ir a€|[0; 1]C R. Taškų x ir y iškilieji dariniai 
ax+(1-a)y, ae[0; 1|, sudaro erdvės R, taškų atkarpą (uždarą intervalą) 
[x: y). todėl iškilosios aibės apibrėžimą galima suformuluoti ir taip: netuščia 
aibė X C R, vadinama iškiląja aibe, jeigu |x; y|C X „kai x, ye X . 

Iškilųjų aibių pavyzdžiai: atkarpa, tiesė, spindulys, skritulys, rutulys. 
Nesunku patikrinti ir šių erdvės R, aibių iškilumą: 

1) X=[x€ R,: Ax=b, x20|, 

2) Y=Į[ye R,: y= Ax, x20); 


m: 





čia A= (a; ) yra mXn matmenų matrica, be R,„. 


2.1.1 teorema. Jeigu I yra bet kuri indeksų aibė, o X; C R,, ie I, yra 
iškilosios aibės, tai aibė X = (| X; yra iškiloji erdvės R, aibė. 

ie] 
A Įrodymas. Laisvai pasirenkame bet kuriuos du aibės X = (| X; taškus x 


ie] 
ir y bei realųjį skaičių  a€[0;1|. Sudarykime  iškiląjį darinį 
x=0x+(1-0) y. Pagal aibių X;, ie I , sankirtos apibrėžimą taškai x ir y 
priklauso kiekvienai aibei X;, ie I, o dėl šių iškilumo kiekvienai aibei 
X;, ie I, priklauso ir visi iškilieji dariniai gx+(1-2)y. Vėl pasirėmę 
aibių sankirtos apibrėžimu, gauname, jog ax+(1-a) y priklauso aibei 
X =) X; „Taigi X = f) X; yra iškiloji aibė. V 


ie! ie! 
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2.1.2 teorema. Jeigu X; C R,,i=1l, ...,m, yra iškilosios aibės, tai jų 
tiesinis darinys 
m m p Ž 
X= Ya X; =4X: += X: x € X;, i=1, esą ILS 0; € R, i=1, M, 
į=l į=l 
yra iškiloji aibė. 
A Įrodymas. Pasirinkime bet kuriuos du aibės X taškus y ir z bei realųjį 
skaičių 3€|[0; 1]. Sudarykime ir nagrinėkime iškiląjį darinį x= By + 
+(1-5)z. Pagal aibės X apibrėžimą yra tokie yl'e X; ir z/e Xi, 


i=l,..., m, kad y=3oapyt o iro z= az, todėl x= BY apyl + 
i=1 i=1 i=l 


+(1-8)Nai = Ya; (By! +(1-8)zi). Dėl aibių Xi, i=1 m, 
i isl. 
iškilumo taškai (iškilieji dariniai) Ay“ +(1-8)z/, i=1, ..., m, joms 
m 
priklauso. Todėl x= By+(1-8)z priklauso aibei X = J 0;X;, kai 


į=1 
y,z€ X ir Be [0; 1). Taigi X yra iškiloji aibė. V 


2.1.3 teorema. Jeigu X C R, yra iškiloji aibė, tai jai priklauso kiekvienas 


bet kurių taškų x 'eX,i=l, ..., m, iškilasis darinys 


m m 
1= Ya a Z0, i=1, «M, Da=l 5 
i=l į=1 


A Įrodymas. Taikykime matematinės indukcijos metodą pasirinktųjų 
taškų x/e X skaičiaus m atžvilgiu. Kai m = 1, teoremos teiginys yra 
akivaizdžiai teisingas. Tarę, kad jis galioja su m = k, pasirinkime k+1 aibės 
X taškus x!,i=1, ..., k+1, ir nagrinėkime bet kurį jų iškiląjį darinį 


k+1l k+1 
x= V. Oa, 0; Z0, i=1, ..., k+l, > a; =1. Jei bent vienas koeficientas 
į=l ISŽ 


a; (i=1, ..., k+1) būtų lygus nuliui, tai galėtume tvirtinti, jog x yra k 
taškų iškilasis darinys. Pagal prielaidą jis būtų aibės X taškas. Todėl 
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sustokime tik prie atvejo, kai 4; > 0 su visais i =1, ..., k+1. Tada 





k+1 . k . k k a. . 
XxX= Dž ax! = Naja! + Oyak! = 1-7 >. ž x! + 0 pj ak! =z 
į=1 į=1 į į 


k 


a. : 
= (1- 041): 3 —— Pp, 
i=11— kai 


Suma y= 2 —"! +! yra aibės X taškų x!, ..., xK iškilasis darinys 
į= E A 


- ži >0, i=L, «.., k, ir „a m |), todėl (pagal indukcijos prie- 
1- Mai E o E E 


k+1 
laidą) priklauso aibei X. Vadinasi, tiriamasis taškas x= > G;x! yra dviejų 
i=1 


aibės X taškų  y= —=-2 ir xK*l  iškilasis darinys: 
į= IE d 

x=(1-441)Y+ +0541X“7!, O< ap, <!. Jis priklauso aibei X (dėl jos 
iškilumo). 

Išvada tokia: kad ir koks būtų natūralusis skaičius m, aibės X taškų x!, 
i=1, ..., m, kiekvienas iškilasis darinys 

m . m 
x= Nax a“; z0, i=1, R m, 3 Gi =1 

i=1 i= 
priklauso aibei X. V 

Prisiminkime aibės iškilojo apvalko apibrėžimą: aibės X C R, iškiluoju 
apvalku vadinama visų erdvės R, iškilųjų aibių, kurioms priklauso aibė X (visi 
aibės X taškai), sankirta. Aibės X iškilasis apvalkas žymimas convX. 


Baigtinės aibės X =|1!; x2; 5 SS iškilasis  apvalkas 











conylx!; Rss 22 yra vadinamas erdvės IR, iškiluoju briaunainiu. 
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2.1.4 teorema. Aibės X C R, iškilasis apvalkas convX sutampa su aibės X 
iškilųjų darinių aibe. 


m . 
A Įrodymas. Aibės X C R, visų iškilųjų darinių x = X. 4X, G; 20, 
i=1 


m 
i=1, m, 1-2 =1, me N, aibę pažymėkime Z. Si aibė yra iškila, nes 
i=1 


k ž k 
pasirinkę bet kuriuos jos taškus y=) 4; y" [A 20, i=1, ..., k, 36; -| ir 
i=l į=| 


1 ' 1 
2 a Ė Ž0 = Ls =) bei ae[0; 1]. gauname, jog 
i=1 i=1 


x=dy+(1-0)z priklauso aibei Z. Vadinasi (pagal iškilojo apvalko 
apibrėžimą), convX CZ. 

Aibė convX yra iškila, todėl jai priklauso visi convX, taigi ir aibės 
X CconvX, iškilieji dariniai (pagal 2.1.3 teoremą). Iš čia išplaukia, kad 
ZCconvX. 

Sugretinę abi implikacijas, convX CZ ir ZCconvX , darome galutinę 
išvadą: 


m i 2 m 
tomX =Z- sasas e X.a; Z0,i=1, L, m, Vaz, neN). v 
i=l i=1 


2.1.5 teorema (Karateodori). Bet kurios aibės X CR, iškilojo 
apvalko convX kiekvieną tašką x galima išreikšti ne didesnio skaičiaus už 
n + 1 aibės X taškų iškiluoju dariniu. 


m . 
A Įrodymas. Pasirinkime bet kurį convX tašką x= Y,0;X 
i=1 


m 4 

ja 20, i=l, ...,m, G =) x eX,i=l,...,m. 
i=1 

Iš pradžių įrodykime, kad pasirinktąjį tašką x galima išreikšti kuriuo 


nors tiesiškai nepriklausomų taškų poaibio l5 ss lex neneigiamu 
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tiesiniu dariniu, t. y. formule 


k * 
x= ) AX, A 20, j=1 k (2.1.1) 
i=i 


Jei aibės = ad A taškai būtų tiesiškai nepriklausomi, tai nieko įrodyti 


m š 
neturėtume. Priešingu atveju gautume lygybę V Z;x'=0 su kuriais nors 
i=l 
realiaisiais skaičiais 5;, i=1, ..., m, tarp kurių yra nors vienas teigiamas 
skaičius. Tada lygybė x=Y0jx'— 19 GX =) (2;-16;)x" galiotų su visais 
i=l i=1 i=1 
realiaisiais skaičiais t. Aišku, jog galima pasirinkti tokį skaičių += ,, kad 


visi koeficientai 0; — „5; būtų neneigiami, o pats mažiausias — lygus 


i11i „4 L a “ 3 ž 4 
nuliui: +, = min — = — (čia I, pažymėtas indeksas, su kuriuo trupmena 
1: 6:>0 B i) 
[7] R “ Ę i * R G, 
—- yra pati mažiausia, kai 5; > 0). Pažymėję y; = 4-6; = 4 - — B. 


6; 6 
i=l, ...,m, gautume y; =0 ir y; 20, ielt <; m|i,b. Todėl 


o 


li 
x= XX. 

i=1 

iži, 

Jei aibės Ez pabr glotl "4 taškai būtų tiesiškai prik- 
lausomi, tai analogiškai galėtume eliminuoti dar vieną aibės 


jaš 5 xe X tašką. Galiausiai gautume kurį nors tiesiškai nepriklausomų 
taškų poaibį [5 bi | 1<k <m, su kuriuo galioja (2.1.1) išraiška. 


Atkreipiame dėmesį, kad (2.1.1) išraiškoje negali būti daugiau kaip n 
taškų X!, J=l, ...,k,t.y. kSn (nes n yra didžiausias tiesiškai nepriklau- 


somų erdvės R, taškų skaičius). 
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Toliau įrodykime, kad (2.1.1) išraiškoje koeficientų Ai, 1= i kak 


suma lygi vienetui. Apibrėžkime erdvės R,„„; aibę Y, kurią sudaro taškai 
X < 
y -|| | xeX. Sios aibės iškilasis apvalkas convY yra aibė 


(convX | x|1V. Pagal pirmiau taikytą schemą kiekvienam ye convY ga- 


| i, . 
lima rasti tiesiškai nepriklausomų taškų y! | | x eX “J = Laisaask 
1 
t i 
iai 
Ė : as ugis L į, j=1 J 
(k<n+1), aibę, su kuria galioja išraiška y= D 4jy/ = Ė 
j=1 S Elis 
Bi 


x m 
Aj 20, i=1, ...,k. Kadangi y -|- x€ convX , tai būtinai 2 Ai =l. 
J-1 
ab i 
Todėl išraiška x= 2iAjKių Ai 20, j=I, „k, yra aibės X taškų 
j=1 
x/,i;=1...,m, iškilasis darinys. Šiame darinyje yra ne daugiau kaip 
n+ l aibės X taškų. V 





2.2. Iškilųjų aibių atskiriamumo teoremos 
2.2.1 apibrėžimas. Taško ve R, projekcija į aibę X (žym. py (v)) 
vadinamas taškas pe X, kuris tenkina sąlygą |p- || = inf |x-v| š 
xeX 
Skaičius inf ||x=—v|| vadinamas taško v atstumu iki aibės X (žym. p(v, X ) ). 
xeX 


Aišku, kad px (v)=v, kai ve X, todėl aiškindamiesi projekcijos 


px (v) egzistavimo problemą nagrinėsime tik atvejį, kai vg X. 
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2.2.1 teorema. Jeigu X CR, yra uždara iškiloji aibė, ve R,1X , tai 

egzistuoja projekcija p= py (v). Be to, 

1) (x-p, v-p)<0, kai xe X; (2.24) 

2) (x-v, p-v)>0, kai xe X. (2.2.2) 
A Įrodymas. Pasirinkime bet kurį tašką x€ X ir sudarykime aibę 

X =[xe X: Na Ši aibė yra netuščia, uždara ir aprėžta. 

Funkcija p(x )=|*- y yra tolydi aibėje X. todėl pagal žinomą 


Vejerštraso teoremą ji įgyja mažiausią reikšmę aibėje X. Taigi projekcija 
Dy (v) egzistuoja. Pažymėkime ją p. 


Įrodykime, kad projekcija p= py (v) tenkina (2.2.1) ir (2.2.2) 
sąlygas. Imkime bet kuriuos x€ X, x€ [0: 1] ir sudarykime iškiląjį darinį 
z= 4x+(1-a) p. Šis darinys priklauso aibei X (dėl jos iškilumo). 
Nagrinėkime ||<- v|: 

D |k-y|'>|ax+(1-0)p-1| =27 |1= pl +20(x- p. p-v)+|p>|P: 
2) |< —v|| 2 |p- | (pagal projekcijos apibrėžimą). 

Iš čia išplaukia, jog a/||x- p|| +2(x- p, p-v)20 su visais e (0:1). 
Perėję prie ribos, kai 4 —> +0, gauname (2.2.1) sąlygą. 

Remdamiesi prielaida, jog vg X ir sąlyga (2.2.1), gauname (2.2.2) 
sąlygą: 

(ecw pav) (+= )+(p-v). pas)= (=P. pos) pP >||p>|P>0 


su visais x€ X. V 

2.2.2 apibrėžimas. Aibė H( (c, y) )=(x< R, 18 x)=7|, cz0, yeR, 
yra vadinama erdvės IR, O o aibės H“(c, y)= 
=[xe R,: (6, x) Z y| 1 HU )= (xe R, Žo ž < y| vadinamos 


erdvės R, puserdviais. 


Pagal šį apibrėžimą skaičių tiesės (erdvės R,) hiperplokštuma 
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H(c, y) yra taškas, o puserdviai — tiesės spinduliai. Bet kuri plokštumos 
tiesė yra erdvės IRĄ hiperplokštuma, o gaunamos pusplokštumės — jos pus- 


erdviai. 


2.2.3 apibrėžimas. Sakoma, kad hiperplokštuma H(c, y)C R, atskiria 
aibes X CR, i1 Y C R,„,jeigu 


(c, x) < ys (c, y) su visais x€ X ir ye V. (2.2.3) 


Iš apibrėžimo matyti, kad atskiriančiosios hiperplokštumos H(c, y) 
atžvilgiu abi aibės, X ir Y, atsiduria skirtinguose  puserdviuose: 
XCH'(c, y), YCH"(c, y) (2.1 pav.). Kraštutiniu atveju abi aibės 
gali būti hiperplokštumoje H(c, y) (2.2 pav.). Be to, ne bet kurias aibes X 


ir Y galima atskirti kuria nors hiperplokštuma (2.3 pav.). 

















He, 1) L 2 





2.2 pav. 2.3 pav. 
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Nagrinėjant atskiriančiosios hiperplokštumos egzistavimą labai pravers 
atraminės hiperplokštumos sąvoka ir atraminės hiperplokštumos egzista- 
vimo teorema. 


2.2.4 apibrėžimas. Hiperplokštuma H(c, y)e R, yra vadinama airamine 
hiperplokštuma taške x* e X CR, „jeigu x e H(c, y) ir X CH“ (c, y) 
arba X C H“ (c, y) (24 pav). 





x0 0 


T H(, y) 


a) b) 
2.4 pav. 





2.2.2 teorema. Uždaros iškilosios aibės X C R, bet kuriame kontūro taške 
x egzistuoja atraminė hiperplokštuma. 

Iš pradžių įrodykime svarbų pagalbinį teiginį. 
2.2.1 lema. Jeigu X CR, yra uždara iškiloji aibė, ve R,1X, tai 


egzistuoja hiperplokštuma H (c, y), tenkinanti šias sąlygas: 


1) ||=1: (2.24) 
2) (c, v)=y,t.y. ve Hc, 7); (2,25) 
3) (c, x)<y,kai xe X. (2.26) 


A Įrodymas. Tegu pe X yra taško v projekcija į aibę X (ji 
egzistuoja pagal 2.2.1 teoremą). Pasirinkime hiperplokštumą H (e, y) su 
A ir y= (c, v). Aišku, kad |c|=1 ir ve H(c, y). Taigi (2.24) 

v-P 
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ir (2.2.5) galioja. Įsitikinkime, kad galioja ir (2.2.6) sąlyga. Remdamiesi 
2.2.1 teorema, gauname, kad su visais x€ X 


ls Gorkio pigs senas 


|p-p| p-2l 





| 
<—-(v-p,v)=(c, v)=y. V 
p 24 


A 2.2.2 teoremos įrodymas. Pasirinkime seką vė), yig R,X, 


konverguojančią į X (aibės X kontūro tašką). Pagal įrodytą 2.2.1 lemą 





kiekvienam k=1, 2,3, .... egzistuoja hiperplokštuma H (< . r | le 
tenkinanti sąlygą 


2 3 x)< (et y kai x€ X. (2.26) 


Taškų c“ seka G | yra aprėžta, todėl nesiaurinant bendrumo galima 


sakyti, kad ji konverguoja, 0 c yra jos riba: lime“ =, 








c||=1. Tada iš 
(2.2.6) (perėję prie ribos) gauname nelygybę (e, x) < (e, Ž galiojančią 
su visais xe X. Iš čia darome išvadą, jog ribinė hiperplokštuma 
H(c, y), c=limc“, y=(o, 2 yra atraminė hiperplokštuma taške 
xeX.v 


2.2.3 teorema. Jeigu iškilosios aibės X C R, ir Y CR, tenkina sąlygas: 
1) aibės X vidinių taškų aibė int X netuščia ir 2) int X NY =, 
tai egzistuoja jas atskiriančioji hiperplokštuma. 

A Įrodymas. Nagrinėkime aibę Z=(z=x-y: xeintX, ye Y|). 
Lengva įsitikinti, kad ji yra iškila ir 0g Z. Aišku, kad nulis nėra aibės Z už- 
darinio Z vidinis taškas. Galimi du atvejai: 1) nulis yra aibės Z kontūro 
taškas, 2) 0g Z . Pirmuoju atveju (pagal 2.2.2 teoremą) egzistuoja atraminė 
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hiperplokštuma H (c, y) aibės Z kontūro taške z=0. Ji tenkina tokias są- 
lygas: (c, 0)=y ir (c,z)<y, kai ze Z. Taigi (c,z)<0 su visais 
ze ZCZ. Iš čia išplaukia (pagal Z apibrėžimą), jog (c, x) < (c, y), kai 
xeintX, ye Y..Si nelygybė galioja ir ribiniu atveju (dėl skaliarinės sandau- 


gos tolydumo), t. y. aibės X kontūro taškuose: (6, zžiė, y), kai xe X, 


Y „Beto, „ x)<inf (c, y). Pasirinkus y,€ „X)iinf (c, 3 
ye eto UP x) inne y) asirinkus 7 spe x) p 2 


galios sąlyga (e, x)< Y.< (6 y) su visais x€ X, ye Y,, reiškianti, jog 
H(c, y,) yra atskiriančioji aibes X ir Y hiperplokštuma. 
Kai 0g Z,, pagal 2.2.1 teoremą egzistuoja projekcija p“ = pz (0)e Z, 
tenkinanti nelygybę (= p“) >0 su visais z€ Z . Taigi 
G p')>0, kai zeZcZ; 
(4, p>(v p“), kai xeintX, ye Y; 
(-p“, x)s (-p", y) „kai xe X, ye Y; 
sup (-p“, x)< inf (-p', y). 
xeX yeY 


Hiperplokštuma H [- p. J.) atskiria aibes X ir Y, kai 


V, [sp (-p“, x) inf (-p', 2] v 
yeY 


xeX 





2.3. Iškilosios funkcijos ir jų savybės 


Iškilosios funkcijos (skaliarinės ir vektorinės) paprastai nagrinėjamos tik iš- 
kilosiose aibėse. Vis dėlto šią apibrėžimo srities savybę minėsime ir api- 
brėžimuose, ir teoremose, ir uždavinių sprendimo algoritmuose. 


2. Iškilasis programavimas 29 





2.3.1 apibrėžimas. Skaliarinė funkcija g yra vadinama iškiląja funkcija iš- 
kiloje aibėje X CR,, jeigu su visais x, ye X ir a€ [0: 1| galioja 
nelygybė 

plax+(1-2)y)< ap(x)+(1-2)p( y). (2.3.1) 


Ši funkcija vadinama griežtai iškiląja aibėje X, jeigu su visais 
ce (0; 1) galioja griežta nelygybė 


p(ex+(1-2)y)<ap(x)+(1-2)p( y) (2.3.2) 
(čia, žinoma, negali būti x = y ). 

Tiesinė funkcija p(x)= (c, x)+b, xe R,, yra iškiloji erdvėje R,, 
bet ne griežtai iškiloji, nes su visais x, ye R, 1r a€ [0: 1| galioja lygybė 
p(ex+(1-a) y) = ap(x)+(1-0)9( y). 

Kvadratinės funkcijos p(x)= (x, x), xe R,, iškilumo tikrinimas yra 


truputį sunkesnis. Tegu x, ye R,, c€ [0: 1| . Tada 


p(ex+(1- .) )5)= (ax+(1- e) y, 4x+(1- a)yj= 
( 


=a* (x, *)+20(1-2) (x y)+ (1-2) (y, )= ala, »)+(1-a) (y, »)- 
-a(1-0)((x x)- 2(x, »)+ (95 7))= 
=a9(x)+(1-0)p(x)-a(1-2)(x— y, x—y)= ap(x)+(1-2)p(x). 
Lygybę čia gauname tik su 4=0 ir 4=1 (kai x y), todėl kvadratinė 
funkcija p(x) = (x, x) yra griežtai iškiloji erdvėje R „. 

Analizuodami 2.3.1 apibrėžimą vienmačiu atveju, kai X yra kuris nors 
skaičių tiesės IR intervalas, tarkime, [a; b|, lengvai suvoktume, kad iški- 


losios funkcijos intervale [a; 6] grafiko pobūdis yra kaip 2.5 paveiksle. 
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2.6 pav. 








Iškiląją funkciją su iškiląja aibe sieja ne tik iškila apibrėžimo sritis X. 
Esama ir gilesnių šių sąvokų sąsajų. Patyrinėkime vieną jų. 


2.3.2 apibrėžimas. Erdvės R„,, aibė epig = | xeX, uz 25) yra 
u 


vadinama funkcijos 9 viršgrafikiu (epigrafu) (žr. 2.6 pav.). 
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2.3.1 teorema. Funkcija g yra iškila iškiloje aibėje X C R, tada ir tik 
tada, kai jos viršgrafikis epig yra iškiloji aibė. 

A Įrodymas. Tarkime, kad g yra iškiloji funkcija, apibrėžta 
iškilojoje aibėje X C R,„. Pasirinkime bet kuriuos du jos viršgrafikio epig 


2 i ; Kd a 23 1 "2 
taškus ) ir . ir nagrinėkime jų iškiląjį darinį al J+t-9)| 4 Ž 
u u u u 


2 x 


. „LL ac|[0;l].  Aibė X yra iškila, todėl 
Gu'+(1-4)u 


“x +(1-2)x"e X . Remdamiesi epip apibrėžimu ir funkcijos p iškilu- 
mu, gauname au'+(1-2)u'žap(x)+(1-0)p(x")žp(ax+(1-0) x"). 
x x 
Taigi iškilasis darinys al „J+t-a)| . yra aibės epig taškas, todėl 
u u 
viršgrafikis epig yra iškiloji aibė. 
Įrodykime atvirkštinį teiginį. Tarę, kad viršgrafikis epig yra iškiloji 


X X 
aibė, pasirinkime du jo taškus „lir „|: čia x, x" —- bet kurie 
o(*))  (P(") 


aibės X taškai. Dėl aibės epig iškilumo taškas 


X | ( | x | ax +(1-2)x" [r 1) 

Ž i L ug „ = , „y | ae ; > 

o(*) ol) (ao(x)+(1-0)p(x") 

priklauso epig, o pagal viršgrafikio apibrėžimą gauname, jog būtinai 


galioja nelygybė ap(x)+(1-e)p(x)z9(ax+(1-2)x") (čia svarbi 


aibės X iškilumo sąlyga). 
Taigi g yra iškiloji funkcija iškiloje aibėje X CR,. V 


Susipažinkime su gerokai siauresne stipriai iškilųjų funkcijų klase. 


2.3.3 apibrėžimas. Skaliarinė funkcija g, apibrėžta iškiloje aibėje 
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X CR,, yra vadinama stipriai iškiląja funkcija, kurios konstanta 0>0, 


jeigu su bet kuriais x, ye X ir a€ [0: 1| galioja nelygybė 


p(ax+(1-2)y)<ap(x)+(1-2)p(y)-82(1-0)|x= | (233) 
Iš šio apibrėžimo tiesiogiai matyti, kad stipriai iškiloji funkcija, kurios 
konstanta 2> 0, yra ir griežtai iškiloji funkcija aibėje X. 


Sugrįžkime prie jau nagrinėto pavyzdžio — kvadratinės funkcijos 
p(x)= (x, x), xe R,. Tikrindami iškilumą, gavome tokį tarpinį rezultatą: 


p(ex+(1-2)y)=ap(x)+(1-2)p(y)-2(1-0)(x- y, x- y) 


(čia x, ye X, ae|[0; 1|). Iš jo galima daryti išvadą, kad funkcija 

p(x)= (x, x), xe R,, yra stipriai iškiloji, o jos konstanta 9= 1. 
Atkreipkime dėmesį, kad ne kiekviena griežtai iškiloji funkcija kartu 

yra ir stipriai iškiloji. Tuo galima įsitikinti, pavyzdžiui, nagrinėjant funkciją 


p(x)= x*, xe R (analizę paliekame skaitytojui). 


2.3.2 teorema. Jeigu g yra iškiloji funkcija, apibrėžta iškilojoje aibėje 


X CR,, tai su bet kuriais x E X,i=l, 2, „m, m=1,2,3,..., galioja 


m | m 7 m 
nelygybė žus) £ Najolx!) kai 620 = L 2s sm XL 
i=l i=1 i=1 
A Įrodymas. Kai m= 1, šis teiginys yra akivaizdus. Kai m= 2 , jis 


galioja dėl funkcijos g iškilumo aibėje X. 
Taikydami matematinės indukcijos metodą tarkime, kad teorema ga- 
lioja su m= k ir pereikime prie atvejo 71 = k+1. Nagrinėkime k+1 taškų 
; k+1 Ė 
x e X iškiluosius darinius Y a;x' . Aišku, pakanka apsiriboti atveju, kai 
i=1 
k+1 
c;€(0: 1), i=1, 2,...,k+1, ). 0;=1. Tada 
į=1 
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i S kal 
X ax = 1-4) 2 xX+tO X 
i=l i L— kai 


Pasinaudoję funkcijos g iškilumu ir prielaida, gauname: 


k+1 k k 3 S 
o Žas |sl-ajo| 2 V |rauolo**i)s 


Zi 21 1— kai 





o|+)+enuo|s**)= E aps). 





k 
<(1-0441) 2, 


i=z11— gai 


Taigi teorema galioja su m=k+1, kai galioja su m=k. Pagal 
matematinės indukcijos metodą teorema galioja su visais natūraliaisiais 
skaičiais m. V 
2.3.3 teorema. Jeigu G;, i=1, 2,..., m, yra iškilosios funkcijos iškilojoje 
aibėje XCR,, tai su bet kuriais realiaisiais skaičiais 
m 
a; Z0, i=1,2,..., m, funkcija p= >, 04; yra iškiloji aibėje X. 
i=l 
A Įrodymas. Pasirinkime bet kuriuos x, ye X ir E [0: Ai Pasi- 
naudoję funkcijų g, i=1,2,..,m, iškilumu ir sąlyga 
0; Z0, i=1,2,..., m, gausime funkcijos g iškilumo sąlygą: 


o(Ax+(1-6)Y)= Za (Brx(1-B)s)s ai (Aa (+)+(1- Pa ())= 
= B2 a (5) (1-8)2 ein (1) = Bol+)+ (1-B)o(»). r 


2.3.4 teorema. Tarkime, kad funkcija f(x, y), xe X CR, ye Y CR. 
yra iškila x atžvilgiu iškilojoje aibėje X ir aprėžta y atžvilgiu aibėje Y. Tada 
funkcija p(x)= sup f (x, y) yra iškiloji aibėje X. 
yeY 
A Įrodymas. Pasirinkime x“, xe X ir a€|[0; 1|. Remdamiesi teo- 


remos sąlygomis, gausime funkcijos g iškilumo sąlygą: 
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plax'+(1-2)x") = sup f(ex'+(1-0) x, y) < 
yeY 


< sup (ef (x, y)+(1-a) f (x, y)) < 


yeY 


E 6 y)+(1-2)sup f (x, y)= ap(*)+(1-2)9(x). V 
ye yeY 


2.3.5 teorema. Jeigu: 1) g =(g1: 875 5 9,) yra vektorinė funkcija, 
kurios komponentės 2;, 1=1,2,..,„m, yra  iškilosios  skaliarinės 


funkcijos iškiloje aibėje X C R, ; 2) f yra nemažėjanti iškiloji skaliarinė 





funkcija aibėje conv g(X)c R, (čia g(X) — funkcijos g reikšmių 
(ai (x): E5 (6) as 2m (x), xeX, aibė), tai skaliarinė funkcija 
o(x)= f (g(x)), x€ X , yra iškiloji aibėje X. 

A Įrodymas. Pasirinkę bet kuriuos x, ye X ir ae|[0: 1], iš 
teoremos sąlygų gauname 
p(ax+(1-2)y)= f(s(ex+(1-2)3))< f (eg (x)+(1-0)8(»))= 
<0f (s(x))+(1-2)/(s(7))=a0(>)+(1-a)9(>): 


čia pirmoji nelygybė išplaukia iš funkcijų g;, ž=1,2,...., m, iškilumo ir 
funkcijos f monotoniškumo, o antroji nelygybė - iš funkcijos f iškilumo ai- 
bėje conv g(X). Taigi sudėtinė funkcija f(g(x)), x€ X , yra iškiloji 


aibėje X. V 


Optimizavimo metoduose greta iškilųjų funkcijų nagrinėjamos įgaub- 
tosios funkcijos. Šios dvi funkcijų klasės yra taip glaudžiai susijusios, kad 
įvairius teorinius rezultatus, gautus vienos klasės funkcijoms, visai nesunku 
perkelti kitos klasės funkcijoms. 


2.3.4 apibrėžimas. Skaliarinė funkcija g, apibrėžta iškiloje aibėje 
X CR,, vadinama įgaubtąja šioje aibėje, jeigu su visais x, ye X ir 


ae [0: 1| galioja nelygybė 


2. Iškilasis programavimas 35 





p(ax+(1-2)y)ž ap(x)+(1-2)p( y). (2.34) 
Funkcija g vadinama griežtai įgaubtąja aibėje X, jei galioja griežta ne- 
lygybė 

p(ax+(1-2)y)> ap(x)+(1-2)p( y). kai x y ir ee (0; 1). 


Sugretinus (2.3.4) nelygybę su iškiląją funkciją apibrėžiančia nelygybė 
(2.3.1), lengvai įrodomas toks ryšys tarp iškilosios ir įgaubtosios funkcijų. 


2.3.6 teorema. Funkcija g yra įgaubtoji iškiloje aibėje X C R, tada ir tik 
tada, kai funkcija y =-g yra iškiloji aibėje X. 

Analogiškas ryšys galioja tarp griežtai įgaubtosios ir griežtai iškilosios 
funkcijų. 

Stipriai įgaubtoji funkcija g aibėje X C R, apibrėžiama panašiai 


kaip stipriai iškiloji funkcija. Tik vietoj (2.3.3) nelygybės turi galioti ši 
nelygybė: o(ax+(1-2)y)2a9(x)+(1-2)p(x)+02(1-a)|lx- y| 
(čia x, ye X, ce|[0; 1), 80>0). 





2.4. Diferencijuojamų funkcijų iškilumas 


Čia išnagrinėsime kelias sąlygas, kurios yra ekvivalenčios skaliarinės 
funkcijos p(x), xe X CR, , iškilumo apibrėžimui, kai p yra diferenci- 
juojama aibėje X. 

Funkcijos g gradientą — dalinių išvestinių vektorių - taške x€ X žy- 
mėsime ('(x). 

Priminsime, kad funkcijos g išvestine taške x € X C R, vektoriaus 


s kryptimi (se R,, s|=1) yra vadinama riba (kai egzistuoja) 


o(x* +15)-p[x) dp(x) 
„ Kryptinę išvestinę žymėsime ž 
4—+0 A 05 














36 A. Abynis. OPTIMIZAVIMO METODAI 











0p[x) 
Ryšys tarp kryptinės išvestinės ir gradiento V(x) yra 
išreiškiamas formule 
dp(x) 
= (o(+). ,). (2.41) 
05 


Si formulė išvedama nagrinėjant vieno kintamojo funkcijos 


f(2)= o(x +2s), || 


1, «20, išvestinę f (e) taške 4=0. Iš api- 


0p[x) 
0s 


tinės skaičiavimo taisyklę gaunamas toks rezultatas: 


ė dp(x) | 








brėžimų išplaukia, jog f'(0) = „O pagal sudėtinės funkcijos išves- 





2.4.1 teorema. Diferencijuojama iškiloje aibėje X C R, funkcija g yra 


iškiloji aibėje X tada ir tik tada, kai bet kuriame taške x“ € X galioja sąlyga 
o(x)z0|x )+(v(+). +-2), xe X. (2.4.2) 


A Įrodymas. Tarkime, kad g yra iškiloji funkcija. Tada su bet 


kuriais x, x € X, x*x" „ir ae (0; 1) gausime nelygybę 


oji alsse))so(ė relotė el) 


Iš čia 


ei elas relė] 
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a Lados Xx-X 
Pažymėkime s= ——— 
|+- X 











ir 4= alt= x| „Tada 


eilė) 









































BA EEE lim 
—+0 a 4—>+0 
=|k- Žau =|k- (v(+), s)= 
alka X aaa 
= |* X V(x | = (r (+ - 2 
Taigi 


A 


(v(x), 1-1 )s9(+)-p|+*) „kai x X EXIXAX. 


x =4x+(1-) y. Pagal (2.4.2) sąlygą galioja šios nelygybės: 


o(x)z0|x)+ (9 (+). +=) ir o(s)zolx)+(e|+). v=). 


Iš čia gauname 


ap(x)+(1-2)op(y) zolx)+(y (+). a|x-+)+(-0)[y=+)) 


= o(x“) =p(ax+(1-a) y). Taigi p yra iškiloji funkcija. Y 


Geometrinė interpretacija. Tiesinės funkcijos 
I(x) = o|» + (v(*). ž>) xeX, 


grafikas yra funkcijos 


g grafiko liečiamoji hiperplokštuma taške 


(*: o|x)) „Todėl (2.4.2) sąlygą geometriškai galima pavaizduoti kaip 2.7 


paveiksle. 
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2.7 pav. 





2.4.2 teorema. Diferencijuojama iškiloje aibėje X C R, funkcija g yra 

iškiloji šioje aibėje tada ir tik tada, kai 

(9 (x)-V (y), x=y)20 su visais x, ye X. (243) 
A Įrodymas. Tegu g yra iškiloji funkcija aibėje X. Pagal 2.4.1 

teoremą bet kuriai aibės X taškų x ir y porai galioja nelygybės 

p(x)Z p(»)+ (P (»). x—>) ir p(x)ž0(x)+ (9 (>). y-x). 

Sudėję abi nelygybės, gausime (g“(y)-g (x), y- x) 2 0, oiš čia ir (24.3). 
Atvirkštiniam teiginiui įrodyti nagrinėkime reiškinį 
o(x)-9(»)-(9 (x), x-y): 

o(s)-o(5)- (5) 5 (eb rel1—5)) ya 


0 
1 1 


-[(9 (>), x-y)d7 (9 (x+2(+—>))-9 (>), x-yldr= 
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Kai galioja (2.4.3), tai pointegralinė funkcija yra teigiama arba lygi nuliui su 
visais skaičiais TE (0; 1| .„ Todėl ir integralas negali būti neigiamas. Vadinasi, 
su visais x, ye X galioja nelygybė p(x)-p( y) (9 (x). x- y) 20. 

Pagal 2.4.1 teoremą g yra iškiloji funkcija aibėje X. V 


Analogiškai galima įrodyti (paliekame tai skaitytojui) diferencijuojamų 
funkcijų stipraus iškilumo kriterijus. 


2.4.3 teorema. Diferencijuojama iškiloje aibėje X C R, funkcija g yra 
stipriai iškiloji su konstanta 0 > O aibėje X tada ir tik tada, kai bet kuriame 
taške x < X galioja sąlyga 


o(x)zolx)+ (P (+). + )xoi-x || 


„xe X. (2.44) 





2.4.4 teorema. Diferencijuojama iškiloje aibėje X C R, funkcija g yra 


stipriai iškiloji su konstanta 0 > O aibėje X tada ir tik tada, kai 


(9 (+)-9 (+), x-y)2 20||x= )|| su visais x, ye X. (2.45) 


Suformuluosime ir įrodysime vieną funkcijos g iškilumo kriterijų, kai 
žinoma, jog ši funkcija yra du kartus tolydžiai diferencijuojama. 
2.4.5 teorema. Tarkime, kad g yra dukart tolydžiai diferencijuojama iški- 


loje aibėje X C R, kurios vidinių taškų aibė int X yra netuščia. Funkcija 
g yra iškiloji aibėje X tada ir tik tada, kai 


(p"(x)h, h) 20 su visais x€ X ir he RĄ. (2.46) 


A Įrodymas. Tegu x eint X, he R,. Aišku, kad x +ahe X „kai 
a>0 yra pakankamai mažas skaičius. Funkcija g yra dukart dife- 


rencijuojama, todėl 
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ol +a1)=o|x )+ (r (+). akla (g[x Jet, ch) +o|a?). 


Tarę, kad g yra iškiloji funkcija, pagal 2.4.1 teoremą gauname, jog 
2 


g [e)h Nola?) =p[+ +an)-o[x )-(y[ x), an)z0. 
2 
Taigi (o (+ Jn aaEaų Perėję prie ribos (kai 4 —> +0), turė- 
74 


sime (2.4.6). 

Nagrinėkime atvejį, kai x“€ X =int X . Imkime bet kurią seką 
Ep xe int X „konverguojančią prie x“. Pagal pirmąją įrodymo dalį ga- 
lima tvirtinti, jog (o (5*) i) 20, k=1,2,3,.... Antrųjų išvestinių mat- 
ricOs V(x elementai yra tolydžios funkcijos, todėl 


Jim (o (5*)n = (e(+ 120. 
DA 


h=x-x „Pagal Teiloro formulę su Lagranžo liekana gausime 

o(+)-olx )-(e |). 1-1) = o(x +1)-ol+)-(P (+). i) = 

= AE + ali) h, h) „ ae(0; 1]. Tarę, kad p tenkina (2.4.6) sąlygą, 
gauname CAC +01)N, D 20 (nes x +4h=x* +a|x- je X) ir 
p(x) -olx -(olx |. 1-1) > 0. Pastaroji nelygybė (ji galioja su bet 
kuriais x, x € X ) yra (pagal 2.4.1 teoremą) funkcijos g iškilumo aibėje X 
sąlyga. V 


m 2.4.1 pavyzdys. Ištirkime funkcijos p(x) = x]. xe R, iškilumą. Ar 





ši funkcija yra stipriai iškiloji su kuria nors konstanta 9> 07 
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Prisiminkime, kad funkcijos p(x)= |||. x€ R, iškilumą jau tyrėme 





tiesiogiai remdamiesi apibrėžimu. Nustatėme, kad ji yra griežtai iškiloji. 

1 i i 2 Liana 
Dabar galėtume rezultatą gauti lengviau, nes o(x) = || yra tolydžiai dife- 
rencijuojama norimą skaičių kartų funkcija. Šios funkcijos antrųjų išvestinių 
matrica yra 


20...0 
, 02...0 
y'(x)= : 
00...2 


todėl (g“(x)h, h)=2]|h] = 0 su visais x, he Rp. 

Šios funkcijos stiprųjį iškilumą tirkime pagal 2.4.4 teoremą. Pasirinkę 
bet kuriuos x, ye R,„, gausime (o (x)-9 (>). 1 y) = (2x—2y, x- y)= 
£ 2lx- y|| „Taigi p(x) = || yra stipriai iškiloji funkcija su konstanta 
0=1 visoje erdvėje R,. 


Prisiminkime, kad iš funkcijos stipraus iškilumo išplaukia ir griežtas 
jos iškilumas. 


m 2.4.2 pavyzdys. Nustatykime, kokias sąlygas turėtų tenkinti simetrinė 
matrica A, kad funkcija p(x)= (Ax, x)+(b, x) būtų: a) iškiloji erdvėje 
R, ; b) stipriai iškiloji erdvėje R. 

Apskaičiavę šios funkcijos gradientą, gauname g'(x)=2Ax+b (čia 
svarbi matricos A simetriškumo sąlyga). Todėl (p (x)-9 (x), Xx- y) = 
=2(A(x- y), 2-3). 

a) Pagal 2.4.2 teoremą darome išvadą, jog p(x)= (Ax, x)+ (D, x), 
xe R, yra iškiloji funkcija tada ir tik tada, kai (A(x- y). x y) >0 su 
visais x, y€ R,„. Pagal Silvesterio kriterijų ši sąlyga galioja tada ir tik tada, kai 


simetrinė matrica A yra neneigiamai apibrėžta. Taigi funkcija 
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p(x) = (Ax, x)+(b, x) yra iškiloji visoje erdvėje R, tada ir tik tada, kai si- 


metrinės matricos A visi pagrindiniai minorai yra teigiami arba lygūs nuliui. 
b) Pagal 2.4.4 teoremą ši funkcija yra stipriai iškiloji erdvėje R, tada ir 





tik tada, kai egzistuoja konstanta 0 > 0, su kuria visoje erdvėje R, galioja 


. / / 2 a: 
nelygybė (p (x)-9 (y), x— y) = (A(x- y), X- y) > 0|x- y| . Ši sąlyga 
rodo, kad matrica A turi būti teigiamai apibrėžta. Kita vertus, teigiamai 
apibrėžtos matricos A visos tikrinės reikšmės yra teigiamos ir 
(A(x- x), x- 3) 2 Allx- y|| su visais x, ye R,, kai Ž — mažiausioji tik- 
rinė reikšmė. Taigi simetrinės matricos A teigiamas apibrėžtumas yra būtina ir 
pakankama funkcijos p(x)= (Ax, x)+(b, x) stipraus iškilumo erdvėje R, 
sąlyga. 





2.5. Iškilųjų funkcijų ekstreminės savybės 

Susipažinkime su bendriausiomis iškilojo optimizavimo uždavinio 

min(p(x): xe X|, X CR, (2.5.1) 

(čia g yra iškiloji funkcija, o X - iškiloji aibė) sprendinių egzistavimo sąly- 

gomis bei sprendinių aibės X“ = lv €X: o(x) S min o(»)) savybėmis. 
Kai tikslo funkcija g yra iškiloji, tai bet kuris lokaliojo minimumo 


taškas yra kartu ir (2.5.1) uždavinio sprendinys. Tačiau bendru atveju šis 
uždavinys gali visai neturėti sprendinių. Optimalaus taško vienatis yra labai 
svarbi griežtai iškilos (2.5.1) uždavinio tikslo funkcijos g savybė. Kai 9 
yra stipriai iškiloji funkcija, tai gana bendromis sąlygomis (leistinajai aibei) 
iškilasis optimizavimo uždavinys turi sprendinį ir jis yra vienintelis. 

Labai svarbi ir paranki taikomojo pobūdžio uždaviniams spręsti savybė 


yra iškilojo optimizavimo uždavinio sprendinių aibės iškilumas. 
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2.5.1 teorema. Jeigu g yra iškiloji funkcija, o X C R, yra iškiloji aibė, tai: 


1) bet kuris jos lokaliojo minimumo taškas x“ € X yra (2.5.1) užda- 
vinio sprendinys; 

2) iškilojo optimizavimo uždavinio (2.5.1) sprendinių aibė yra iškila 
(kai netuščia). 


A Įrodymas. 1) Tegu x" e X yra funkcijos g lokaliojo minimumo 
taškas. Vadinasi, yra tokia jo aplinka U,, kad o(*)<0(x) su visais 
xeU, MX. Prieštaraudami teoremai tarkime, kad x“ nėra (2.5.1) užda- 
vinio sprendinys. Kitaip sakant, tegu yra taškas 0 „kuriame funkcijos 
g reikšmė mažesnė negu taške x“, t. y. o|x!) < (x) . Pasirinkime bet 
kurį intervalo tz x) tašką x(2)=0x +(1-0)x!, ce (0; 1). Šis 
taškas priklauso aibei X (ji yra iškiloji), o p(x(a)) tenkina sąlygą 
p(x(a)) < ap|x')+ (1-0)9|+!) < aplx +(1- o)ylx) Ž o(x |. Pir- 
moji nelygybė galioja dėl funkcijos g iškilumo aibėje X, o antroji išplaukia 
iš prielaidos o|x!) < (x) . Taigi p(x(2)) < o(x) su visais x€ (0; 1). 
Tačiau x(a)e U.,, kai a yra pakankamai artimas vienetui skaičius, todėl 
turėtų galioti priešinga nelygybė p(x(2)) > o(x „kai g yra pakankamai 
artimas vienetui intervalo (0; 1) skaičius. Atmetę prielaidą, darome išvadą, 


kad kiekvienas iškilosios funkcijos g lokaliojo minimumo taškas x“ < X 
kartu yra (2.5.1) uždavinio sprendinys. 

2) Tarkime, kad (2.5.1) uždavinio sprendinių aibė X“ yra netuščia. 
Pasirinkime bet kuriuos taškus x“, xe X“ ir bet kurį skaičių ze [0; 1]. 
Remdamiesi tikslo funkcijos g iškilumo apibrėžimu ir sąlyga p(x)= 


=p(x")=minp( x) , gauname 
xeX 
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plax + (1-2)x") <ap(x)+(1-2)op(x")= minp(x). 
xeX 
Kita vertus, taškas x(4)=2x+(1-4)x"e X nebūtinai yra (2.5.1) uždavi- 


nio sprendinys, todėl plax +(1-a) x") 2 min p( x). Sugretinę abi nelygy- 
xeX 
bes, darome išvadą, jog p(ax +(1-a) x") =minp(x). 
xeX 
Taigi x(2)=2x+(1-2)x"e X yra (2.5.1) uždavinio sprendinys su bet 


kuriais x“, xe X“ ir ae [0; 1), todėl sprendinių aibė X“ yra iškiloji. V 


2.5.2 teorema. Jeigu x“ € X yra iškilojo optimizavimo uždavinio (2.5.1) 
sprendinys, o tikslo funkcija g yra griežtai iškiloji aibėje X, tai X yra 
vienintelis šio uždavinio sprendinys. 

A Įrodymas. Tarę, kad x € X nėra vienintelis (2.5.1) uždavinio 
sprendinys, pasirinkime bet kurį kitą jo sprendinį x*eX ir skaičių 


ce (0; 1). Tada p(x)|=p[x!)=minp(x) ir (dėl p griežto iškilumo) 
xeX 
olax +(1-2)x! )<ap[x )+(1-2)9[ x! )= min o(x). Gavome priešta- 
xeX 


ravimą teoremos sąlygai, jog x < X yra (2.5.1) uždavinio sprendinys, nes 


ex +(1-a) xe X (dėl X iškilumo). Iš čia ir išplaukia sprendinio vienatis. V 


2.5.3 teorema. Jeigu g yra stipriai iškila ir tolydi uždaroje iškilojoje aibėje 
XC R,, tai iškilasis optimizavimo uždavinys (2.5.1) turi vienintelį 
sprendinį. 

A Įrodymas. Pasirinkime ir fiksuokime bet kurį aibės X tašką x“. 
Apibrėžkime aibę X“ -|xe X: p(x)< o(x“ jš Ši aibė netuščia, nes 
x“ € X". Teoremai įrodyti pakanka įsitikinti, jog aibė X“ yra uždara ir ap- 


rėžta. Tada pagal žinomą Vejerštraso teoremą gautume, kad (2.5.1) 
uždavinys turi bent vieną sprendinį. Sprendinio vienatis išplauktų iš 2.5.2 
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teoremos, nes kiekviena stipriai iškiloji funkcija kartu yra ir griežtai iškiloji 
aibėje X. 

Įrodykime aibės X ių aprėžtumą ir uždarumą. Aibės X “ uždarumas 
išplaukia iš jos apibrėžimo ir funkcijos g tolydumo uždaroje aibėje X. Kai 
X CR, yra aprėžta aibė, tai akivaizdus ir aibės X “ aprėžtumas. Todėl na- 
grinėkime atvejį, kai X nėra aprėžta erdvės R, aibė. 

Iš pradžių įrodykime, kad funkcija g yra neaprėžta iš viršaus aibėje X. 
Tegu 2>0 yra funkcijos g stipraus iškilumo konstanta. Dėl g tolydumo 


yra tokia taško + EX aplinka U(x*) =|xe R,: |x-|< o). 6>0, 
kurioje galioja sąlyga 
(x)-olx) 


o(x)-9|x")>-0 „kai xe U(+* nx. (2.5.2) 





<0,kai x€ Ul+*)n X .Iš čia gauname, jog 


Pasirinkime bet kurį tašką x€ X 1U (+) ir = (čia 6 > 0 


* 


yra aplinkos U (+) spindulys). Kadangi 





|+-+|> Š (xe U(x*)), tai 


0<as<. Todėl x(2) =gx+(1-0)x" e X. Kita vertus, taškas x(a) 


* * 


priklauso aplinkai Ulx (nes |"(2) -X | s a|r-x| < Ž <0) ir (pagal 
(2.5.2)) p(x(4)) - o(x*) >-0. Tada, remdamiesi g stipraus iškilumo 
apibrėžimu, gauname 

ka „2 
ap(x)> -0+09|* |+a|1-0)0|x-+| 


ir 
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o(5)>9|+)-Ža(-a)olx-+| = 


ES E | 


£ 
Iš čia išplaukia funkcijos g neaprėžtumas iš viršaus aibėje X: 

















lim p(x)= +. (2.53) 


1 

Dabar jau galima imtis aibės X“ aprėžtumo įrodymo. Tarę, kad aibė 
X“ nėra aprėžta, galėtume pasirinkti neaprėžtą seką | || + 6 X Kai 
tenkinančią sąlygą lim x | =+, ir gautume (pagal (2.5.3)), jog 
lim o(x*) = +. Pagal ribos apibrėžimą pradedant kuriuo nors numeriu k, 


galiotų nelygybės o(x* > o(*), prieštaraujančios sąlygai „k e X. 


Atmetę prielaidą, darome išvadą, kad X“ yra aprėžta aibė. V 
2.5.4 teorema (optimalumo kriterijus). Jeigu g yra iškila ir diferen- 
cijuojama funkcija iškiloje aibėje X C R,„,tai x € X yra iškilojo optimi- 


zavimo uždavinio (2.5.1) sprendinys (optimalusis taškas) tada ir tik tada, kai 


(r (+). x )20 su visais x€ X.. (2.54) 


A Įrodymas. Būtinumas. Tegu x*'€ X yra (2.5.1) uždavinio 


optimalusis taškas, t. y. o(x)zol*) su visais x€X. Tada 
o(x +45)-o|x)20, kai 


„xEX,xžx,A>0,x +As Ee X. 
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Funkcija g yra diferencijuojama aibėje X, todėl ji turi išvestinę taške 


o 


X 
| 





x € X vektoriaus s= kryptimi, kai x * x yra bet kuris aibės X 


= [R 
l 
“ 








s 4—>+0 A 








Be to, 200, Taigi (v(*). + )20, kai xžx . Prijungę X=X, 
s 


gauname (2.5.4) sąlygą. 
Pakankamumas. Tarkime, kad kuriame nors taške x“ € X galioja 


(2.5.4) sąlyga. Tada pagal diferencijuojamos funkcijos iškilumo (2.4.2) 
sąlygą gauname, jog su visais x€ X 


o()zol»)+ (p (+). + )zol+). 
Taigi o(*) Ž min p(x) . 

Įrodytąjį optimalumo kriterijų (2.5.4) kartais patogiau taikyti vartojant 
leistinosios krypties sąvoką. V 
2.5.1 apibrėžimas. Vektorius se R,, s=*0, yra vadinamas leistinąja 
taške x € X CR, kryptimi, jeigu yra toks skaičius 4,>0, kad 
x +Ase X suvisais Ace [0; 4]. 

Pavyzdžiui, aibės X =[(x€ R,: x20| vidiniuose taškuose visi 


nenuliniai vektoriai se R, gali būti laikomi leistinosiomis kryptimis. 


Taške x= 0 leistinąja kryptimi gali būti laikomas kiekvienas neneigiamas 
vektorius s 0 (s20). 


Kai X CR, yra iškiloji aibė, x € X , tai s=x-x yra leistinoji 


taške x“ kryptis su visais x€ X, x ZX. 


2.5.4a teorema. Jeigu (p yra iškila ir diferencijuojama funkcija iškiloje ai- 


bėje X, tai x yra iškilojo optimizavimo uždavinio (2.5.1) sprendinys 
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(optimalusis taškas) tada ir tik tada, kai 


(r (+). $) 20 su visomis leistinosiomis taške x“ kryptimis s. | (2.5.5) 


Pagal leistinosios krypties apibrėžimą, nenulinis vektorius s€ R, yra 
leistinoji taške x € X kryptis tada ir tik tada, kai vektorius 45, 4 > 0, yra 
leistinoji taške x < X kryptis. Remiantis šiuo (lengvai įrodomu) teiginiu 
optimalumo sąlygą (2.5.5) galima pakeisti tokia: 

dol x 
0 


taške x € X kryptimis se R,, 


20 su visomis leistinosiomis 








s|=1. (2.5.6) 


2.6. Standartinis iškilojo programavimo uždavinys. 
Kuno ir Takerio teorema 


Iškilasis optimizavimo uždavinys 
minįp( x): x€ X), XCR,, 
yra vadinamas iškilojo programavimo uždaviniu, jeigu 


X =[xe T: f(x)<0, g(x)=0), TC R,; čia 


1) vektorinės funkcijos f komponentės j;, = 1, 2, ..., k , yra iškilosios 
funkcijos iškiloje aibėje I'; 

2) vektorinės funkcijos g komponentės g;, j=1, 2, ..., I , yra tiesinės 
funkcijos aibėje T. 

Apribojimas xe I" yra vadinamas tiesioginiu, o nelygybės /(x)<0 
ir g(x) =0 vadinamos funkciniais apribojimais. 

Nesunku įsitikinti, kad taip apibrėžta leistinoji aibė X yra iškiloji 
erdvės R, aibė. 


Iškilojo programavimo uždavinys 
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minlo(x): xe X|, X=[xe T: f(x)<0), TC R,, (2.6.1) 
(čia f(x)e R,„) yra vadinamas standartiniu uždaviniu. 


Atkreipkime dėmesį, kad kiekvieną iškilojo programavimo uždavinį 
galima pakeisti ekvivalenčiu standartiniu uždaviniu, nes su visais x€ T 


galioja toks ekvivalentumo sąryšis: 


ka ę(x)<0, 
žo L 


Susipažinkime su vadinamąja Kuno ir Takerio teorija standartiniam 
iškilojo programavimo uždaviniui spręsti. Pamatinis šios teorijos teiginys 
yra Kuno ir Takerio teorema, siejanti standartinio uždavinio (2.6.1) spren- 
dinius su Lagranžo funkcijos balno taškais. 


2.6.1 apibrėžimas. Funkcija L(x, y) = o(x)+ (y, f (2). xeT, y20, 


yra vadinama standartinio iškilojo programavimo uždavinio (2.6.1) Lag- 


ranžo funkcija. 
2.6.2 apibrėžimas. Lagranžo funkcijos L(x, y) balno tašku srityje xe T, 


y 20 yra vadinama pora E y) „X €F, y 20, kuri tenkina sąlygą 


L(x, y) < L(x“, y) < Llx, y) „kai xe T, y20. (2.6.2) 


2.6.1 teorema. Jeigu pora LŽ y) „X €F, y 20, yra Lagranžo funkcijos 
L(x, y) balno taškas srityje xe T, y20 tai 
(y, £|*)) =(. (2.63) 


A Įrodymas. Pagal balno taško apibrėžimą su visais x€ T ir y 20 


galioja nelygybių sistema 
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seesrtėsotėelitė)setas (yra). a 
Iš kairiosios nelygybės gauname, jog (v-y 7 (*))<0 su visais 
y20. Taigi (y. (*))20. Kita vertus, y“ 20 ir f(*)<0, todėl 


(y, /(*))s0. Sugretinę abi nelygybės, darome išvadą, jog 


(7 (+))=0. v 


2.6.2 teorema. Jeigu pora (5 y) „X EF, y 20, yra Lagranžo funkcijos 


L(x, y) balno taškas srityje x€ T", y20, tai x“ yra standartinio iškilojo 


programavimo uždavinio (2.6.1) sprendinys (optimalusis taškas). 
A Įrodymas. Nagrinėkime Lagranžo funkcijos Ela: y) balno taško 


sąlygos (2.6.4) dešiniąją nelygybę. Pagal 2.6.1 teoremą (y, £|x)) =0, 
todėl o(*)solx)+ (V. f(x) su visais x€[. Ka xeX, tai 
(y, f(5))<0 (nes y20, f(x)<0). Vadinasi, pla“) <p(x) su visais 
xe X „Todėl o(x )= min p(x). jei xeX. 
xeX 

Belieka įrodyti, kad x“'€ X. Tam sugrįžkime prie nelygybės 
( y-YV.f (+)) <0, kuri pagal balno taško apibrėžimo sąlygą (2.6.4) turi 
galioti su visais y 20 (ją gavome įrodydami 2.6.1 teoremą). Jei taškas x“ 
priklausytų aibei TVX, tai būtinai nors viena vektoriaus f (x) 
komponentė būtų teigiama. Tarę, kad J; (*)>0, galėtume pasirinkti 


neneigiamą vektorių 
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yč = (xi; Sr Yi +4; Yi 413 Em yš A4>0, 
ir gautume priešingą nelygybę: 
(yi y r(+))= Ai, (2)50- 
Taigi x £TVX .Iščia ir sąlygos x < T išplaukia, jog x" € X. 
Įrodėme, kad Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taško E y) pir- 
moji komponentė x“ yra standartinio uždavinio (2.6.1) sprendinys (op- 


timalusis taškas). Y 
Suformuluokime atvirkštinę problemą. Ar kiekvienam (2.6.1) uždavi- 


nio sprendiniui x" < X galima pasirinkti y“ >0 taip, kad pora 5 y) 
būtų Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškas srityje x€T, y207 


Teigiamą atsakymą, pasirodo, galima pagrįsti (įrodyti), kai (2.6.1) už- 
davinio leistinoji aibė X tenkina Sleiterio sąlygą: 
aibėje X =[xe T: f(x)<0) yra taškas x, kuriame galioja nelygybė 


f(x)<0, 


2.6.3 teorema (Kuno ir Takerio). Tarkime, kad standartinio iškilojo prog- 
ramavimo uždavinio (2.6.1) leistinoji aibė X tenkina Sleiterio sąlygą. Taškas 
x €X yra (2.6.1) uždavinio sprendinys (optimalusis taškas) tada ir tik 
tada, kai yra toks y“ 20, kad pora Ež y) būtų Lagranžo funkcijos 
L(x, y) balno taškas srityje xe T, y20. 


A Įrodymas. Užtenka įrodyti būtinumą, nes pakankamumas išplaukia 
iš 2.6.2 teoremos. 


Būtinumas. Tegu xeX yra (2.6.1) uždavinio sprendinys. 
Iš pradžių sudarykime erdvės R,„„, aibes 


p= |) P. <olx). ps0) 
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S = p S (x) 
ir įrodykime, kad aibes P ir S galima atskirti kuria nors hiperplokštuma. Čia 
pakaktų įsitikinti, kad aibės P ir S tenkina 2.2.3 teoremos sąlygas: 

1) Pir S yra iškilosios aibės; 

2Jaint P Z); 

3) (int P)NS =8. 

Aibės P iškilumas yra lengvai įrodomas. Tikrinkime aibės S iškilumą. 


„ 


s 


s. 
Pasirinkime bet kuriuos taškus L | je S bei ae[0; 1| ir nagrinė- 
s 4 


kime iškiląjį darinį al | +(1 a) „Pagal aibės S apibrėžimą yra tokie 
s 
. , „ S, , . 4 „ š Šą (x) 
taškai x, x T „kad | „| S(x) ir | „| S(x), t.y. | > |= ; 
s s s s(X) 





IV 





ap(x)+(1-2)p(x") | as :. 
af (*)+(1-2) f (x)) 


Pirmoji nelygybė gaunama remiantis aibių S(x“) ir S(x“7) apibrė- 
žimu, o antroji — remiantis tikslo funkcijos g ir apribojimų funkcijos f 


komponenčių f;, i=1, ..., m , iškilumu aibėje I". Taigi (pagal aibių S(x), 
S, S, į ž 

xe I, apibrėžimą) al Jma) je S(ax'+(1-a)x")C S, todėl S 
s s 


yra iškiloji aibė. 
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Aišku, kad aibė int P = Iš | :p,< o(*). p< ) yra netuščia. 
P 

Nagrinėdami aibių int P ir S sankirtą, pasirinkime bet kuriuos taškus 
P. . . Šo (x) . . 

sintP, xe ir e S(x). Kai xe X „tai 5,(x)29(x)Z 
PD s(x) 
z0(x)> p. „Todėl (nt P)n| U S(x)) = 2. 

xeX 

Kai xe TVX „tai s;(x) 2 f; (x) > 0 su kuriuo nors ie (1; 2; ...; m) ir 

p; <0 su visais ie(1;2;...; m). Taigi (intP)NS(x)=8 su visais 


xe VX. Kitaip tariant, aibės intP ir 0 S(x) bendrų elementų 
xeDNX 


neturi. 
Atlikta analizė leidžia tvirtinti, jog (int P) NS =8. 


Įsitikinome, kad aibes P ir S galima atskirti kuria nors hiperplokštuma 


C, C, "T . . . 
H I | 2 CR, L | 0, ce R,,. Pagal atskiriančiosios hiper- 
Cc Cc 


plokštumos apibrėžimą 


CP. + (c, p) <YSC,S, + (c, s) (2.6.5) 


. . P. . S, 
su visais eP ir €S. 
P S 


Iš šios sąlygos išplaukia, kad c,Z0 ir c20. Tarę, jog taip nėra, t. y. 


c; <O bent su vienu indeksu ie (0; 1; ...; m), galėtume taip pasirinkti 


L P, kad suma c, p.+(c, p) būtų teigiama ir didesnė už sumą 
p 


. Para . . 5, o L 
CS, +(c, s) su kuriuo nors aibės S vektoriumi | Bet tai prieštarautų 
s 


C, - 
(2.6.5) sąlygai ir todėl prielaidą, jog L | ba 0, turėtume atmesti. 
Cc 
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Nesunku įsitikinti (vėl prieštaros metodu), kad c, > 0. Jei būtų c, =0, 
x s x 
tai pasirinkę L - ol ir L [E i x€ I", iš (2.6.5) gautume 
D 0 s J (x) 
sąlygą: 
(e, f (x)) >0 su visais x€ I. (2.6.6) 
Tačiau c20, c*0, o pagal Sleiterio sąlygą aibėję X CT yra taškas, 
sakykime, x, kuriame visų funkcijos f komponenčių j;,i=1,..., m, 
reikšmės — neigiami skaičiai. Taigi gautume nelygybę (e, Al x)) <0, prieš- 
taraujančią (2.6.6) sąlygai. 


Pasirinkime y“ = 2, Aišku, y“ 20 ir y“ € R,„. Įrodysime, kad pora 
C 


(+:y) yra Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškas srityje xET, 
yz0. 


Iš (2.6.5) sąlygos (pasirinkus p, = s, =o(*). p=0, s= r(*)) 
išplaukia nelygybė (y, r|*))z0. Kita vertus, (y, £|*))<0, nes 
y" 20 ir f(x)<0. Taisi (7 (+))=0. 

Taip pat aišku, jog (y /(+))<0 su visais y 20. 


Iš (2.65) sąlygos (pasirinkę p. =o| x). p=0, s,=9(x), 


s= f(x), xe I) gauname dar vieną svarbią sąlygą: 
o(x) < olx)+(x“, 1 (6) su visais x€ T. 


Atsižvelgdami į visas tris išvadas, įvertinkime balno tašką apibrė- 
žiančios dvigubos nelygybės narius. Rezultatai tokie: 


Dale YJzelejely|e))=olė) 
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2L|x, y)= o(x "+ (57 . ')s o(x su visais y 20; 
3 L(a, y)=o() Jk(y 7 (+))20| (*) su visais x€ I. 
Taigi EB ys L(4, y "< ias y Ž su visais x€T, yZ0, todėl 


pora 3 y) yra Lagranžo funkcijos balno taškas. Y 


Pastaba. Atkreipkime dėmesį, kad Sleiterio sąlyga (leistinajai aibei 


E 6 . . 27 Š C, 
X) yra svarbi įrodant atskiriančiosios hiperplokštumos normalės L | 
Cc 


savybę c, £0. 

Vėliau įrodysime, kad tiesinių apribojimų atveju Kuno ir Takerio 
teorema galioja ir be Sleiterio sąlygos. Tačiau bendru atveju Sleiterio 
sąlygos atsisakyti negalima. Išnagrinėkime tokį standartinį iškilojo 
programavimo uždavinį: 
min (54 + x>), 


x + x <10, 
kai 13, +3x5 Z10, (2.6.7) 


m 20, X 20. 
Pažymėjus 9(x)=54 +5, A(x)=4+4-10, f>(x)=10-4-33, 
(A) p | A a 
Pla „T=[xeR;:x20], šį uždavinį galima užrašyti taip: 
f (x) 
minlp(x): xe X|, X=[xe T: f(x)<0), TC R3. Lengva patikrinti, 


kad šio uždavinio komponentės tenkina iškilojo programavimo uždavinio 
sąlygas — funkcijos 9, f, ir f> yra iškilosios aibėje I". Apribojimų 


sistema turi vienintelį sprendinį (1; 3); todėl leistinoji aibė X yra vien- 
elementė: X =((1;3)|. Vadinasi, (2.6.7) uždavinys turi sprendinį 


x" =(1; 3). Taip pat aišku, kad aibė X netenkina Sleiterio sąlygos. 
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Nagrinėjamojo uždavinio Lagranžo funkcija yra 
L(x, y) = 5x, + X + (x +x2 -10)+5 (10- x —-3x2) : X Z0, 220, 
x»; Z0, y>„Z0. Ji neturi balno taško srityje x20, y20 (įsitikinkite 


savarankiškai!), todėl darome išvadą, kad šiam uždaviniui Kuno ir Takerio 
teorema negalioja. 





2.7. Standartinio uždavinio sprendimas 
taikant Kuno ir Takerio teoriją 


Pagal Kuno ir Takerio teoremą standartinį iškilojo programavimo uždavinį 
galima spręsti netiesiogiai — pakanka rasti jo Lagranžo funkcijos balno 
tašką. Net nereikia tikrinti, ar šio uždavinio leistinoji aibė tenkina Sleiterio 
sąlygą (ji svarbi tik atvirkštiniam teiginiui). 

Susipažinkime su Kuno ir Takerio sąlygomis standartinio uždavinio 
(2.6.1) Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškui rasti. 


2.7.1 teorema. Tarkime, kad standartinis iškilojo programavimo uždavinys 
(2.6.1) tenkina šias sąlygas: 

1) T =(xe R,: x Ž0) 

2) tikslo funkcija g ir apribojimų funkcijos f komponentės 
J, i=1,2,..., m, yra tolydžiai diferencijuojamos aibėje T. 

Pora LŽ y) yra (2.6.1) uždavinio Lagranžo funkcijos L(x, y) balno 
taškas srityje x 20, yZ0 tada ir tik tada, kai galioja šios sąlygos: 
L(x, >) 

Ox 

0L[x, y) 


r. LRA + =(, 272 
x a ( ) 


>0, (274) 
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ad y) <() 735) 
„—*0 B 
š A) y) =() 274 
Yy > 0 a E] ( EAR ) 
y 
x 20, y 20. (215) 


A Įrodymas. Būtinumas. Tarkime, kad pora E y) yra Lagranžo 
funkcijos balno taškas. Vadinasi, su visais x 2 Oir y20 galioja nelygybių 


sistema 
L(x, yĮsL(x, y)<L(x, y). (2.7.6) 


Nagrinėkime šią sąlygą taškuose x! = (x: sind 4 5 o i G Iš 
x; 20, i=1,2,..., n . Dešinioji nelygybė L, y)<L(x, y) galioja su 
visais x; Z0, todėl x; Z0 yra vieno kintamojo x; funkcijos minimumo 
taškas. Kai x; yra vidinis spindulio [0; +00) taškas, tai pagal žinomą 
0L[x, y) 


jį 


teoriją turi būti =0 (nes pagal teoremos sąlygą funkcija 


L(x, y) yra tolydžiai diferencijuojama). Kai x; =O ,, tai intervale (0; O), 
6 >0, funkcija L(x, y) negali būti mažėjanti pagal lokaliojo minimumo 


0L[x, y) 


sampratą, todėl 20. Taigi su bet kuriuo ie (1;2;..; n] 


0L[x, y) 


Ox; 


OLIX, y 
20 ir (EEB todėl x“ >0, 
X: 


1 


gauname x; Z0, 
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L(x, y) 


Z20ir (x, ———— )=0. 
Ox 


Kitas tris Kuno ir Takerio sąlygas ((2.7.3), (2.7.4) ir y“ 20) gauname 
analogiškai nagrinėdami nelygybių sistemos (2.7.6) kairiąją pusę taškuose 


p = (x: 5 YjaS Yjs Yjali AB y;20, j=1,2,., m. 


Pakankamumas. Tegu taške tz y) galioja (2.7.1)-(2.7.5) sąlygos. 


Nagrinėdami Lagranžo funkciją L(x, y)= o(x)+ (», f (x)) srityje x20, 
yz0, gauname, kad ji yra iškiloji x atžvilgiu. Todėl pagal 2.4.1 teoremą 


Llx, “)=L(x, y)+ Ža x-x“ ) suvisais x20.1š (27.1) ir 
OL(x, y Ę 

(2.7.2) išplaukia, jog ap x-x )ZŪ0 suvisais x20. Vadinasi, 

L(x, y)<L(x y“), kai x20. (211) 


Kintamojo (vektoriaus) y atžvilgiu Lagranžo funkcija yra tiesinė, todėl 
remdamiesi ta pačia diferencijuojamos funkcijos iškilumo sąlyga (2.4.1 


L(x", y) 
teorema), gauname sąlygą Llx“, »)= La, y) P 53 
kai y20. Iš (2.73) ir (2.7.4) išplaukia, j Ad, - < 
yz0. Iš (2.7.3) ir (2.74) išplaukia, jog 5 „y-y )SOsu 


visais y Z 0. Vadinasi, 


il», ys L(X, y) su visais y 20. 
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Sujungę šią sąlygą su (2.7.7), gauname Lagranžo funkcijos L(x, y) 
balno taško sąlygą Llx, y|s La, y)<L(x y), x20, y20. Taigi 


pora > y). tenkinanti (2.7.1)—(2.7.5) sąlygas, yra Lagranžo funkcijos 
balno taškas srityje x20, y20. V 


Pastaba. Kuno ir Takerio (2.7.1)-(2.7.5) sąlygų sistema Lagranžo 
funkcijos L(x, y) balno taškui rasti yra ekvivalenti šiai sąlygų sistemai: 


“ SATA = a Aa 
x; y, 
al y LX y 
2) 2 5) „E LŲ, 
3) x 20, 6) y; 20: 


čia ž=1,2,..., m, j=1,2,...,n. 


m 2.7.1 pavyzdys. Taikydami Kuno ir Takerio teoriją, išspręskime iškilo- 
jo programavimo standartinį uždavinį min (317 XX +243 -6x1-11x5 +7) . 
kai 

4xį + PS) 2 16, 

x +2x5 26, (2.7.8) 

m 2 0, X 20. 

Sprendimas. Šį uždavinį galima užrašyti tokiu pavidalu: 

minlg(x): xe X|, X =[xe T: f(x)<0|, T=[x€ R3: x20), kai 
o(x)= XP — X X) 252 —6x,-11x5+7, 


že] 


6-x- 24 
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Skaliarinės funkcijos jį (x)=16-4x1—-x> ir f2(x)=6-x1—2x5 yra tie- 


sinės, todėl ir iškilosios srityje I“. Tikslo funkcijos antrųjų išvestinių 
matrica 


p'(x)= | 2 


yra teigiamai apibrėžta, nes abi jos tikrinės reikšmės (A, =5— J2 ir 
4 =5+4/2 ) yra teigiamos. Todėl ši funkcija yra iškila srityje T" (pagal 
2.4.5 teoremą). 

Įsitikinome, kad (2.7.8) uždavinys iš tikrųjų yra standartinis iškilojo 
programavimo uždavinys. 

Remdamiesi Kuno ir Takerio teorema, sudarykime Lagranžo funkciją 
L(x, y) = 3xr —X X +213 -6x,-11x5 +7+y; (16-4x4 -Xo + Y2 (6—x -2X ) 5 
xZ0, y20. 


Balno taškui rasti reikia išspręsti šią Kuno ir Takerio sąlygų sistemą: 


E easy 20, (2.79) 
Ox 
SE sis S (27.10) 
Ox) 
L 
k ins 6 (2.7.11) 
Oxį 
Ox) 
2 16-44-550, (27.13) 
Oy 
a as <0, (2.7.14) 
0y2 
L 
K Salo (27.15) 


2. Iškilasis programavimas 61] 





0L 

Yy —= y (6—-4-2x5)=0, (27.16) 
0y2 

x 20, 20, 3 20, y, 20. (2.7.17) 





Iš (2.7.9) (turint mintyje (2.7.17)) išplaukia, jog būtinai x, >0, 0 iš 
(2.7.10) gauname, kad x4 >0. Tada iš (2.7.11) ir (2.7.12) gauname tiesinių 
lygčių sistemą 


6X, - X =6+4y1 + Yo, 


Iš jos randame x; ir x; išraiškas kintamaisiais yį ir yp: 


= 35+17yr +6y5 IS 72+10y; +13y5 
I -—r Ar —-—— 4 NE L-—- TRS LO-ė 


2.7.18 
23 23 


“| 
Patikrinkime, ar su visais y, 20 ir y; Z0 galioja (2.7.13) ir (2.7.14) 


nelygybės. Pirmiausia apskaičiuokime 


4(35+17y, +6 72+10y, +13 
I-is +17y +672)+(72+10y + Vadas 














23 

2 156-78y,-37y5 

23 
ir 

35+17y, +6y>)+2(72+10y, +13 
ASA, V. +692)+2( V 32) 
23 

„ —-41-37y,-32y5 

23 
Matome, kad 
16-4x, — x) <0, kai m Ši, (21.19) 
6-x,-2x5 < su visais y, Z0 ir y> 20. (2.7.20) 


Iš pastarosios sąlygos ir (2.7.16) gauname, kad y» =0. Tada iš (2.7.19) 
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darome išvadą, jog y, > O ir todėl (iš (2.7.15)) 
156-78 
DD 9. 
23 
Taigi y, = 2. Pagal (2.7.18) apskaičiuojame x, =3 ir x5 =4. 


16-44) X) = 


Tiesiogiai tikrindami įsitikiname, kad pora x“ = (3; 4) ir y“ =(2; 0) 
tenkina visas (2.7.9)-(2.7.17) sąlygų sistemos lygtis bei nelygybes. 


Vadinasi, pora (x: >) yra Lagranžo funkcijos balno taškas, o x“ = (3; 4) 
— (2.7.8) uždavinio sprendinys (optimalusis taškas). 
Komentaras. (2.78) uždavinio tikslo funkcija g(x)= 32 XX + 


+ 252 —6x —11x5 +7yra iškiloji funkcija visoje erdvėje R3. Ji turi 


: ( zi 24 72 ; L 
vienintelį (globaliojo) minimumo tašką X (B: 2. Tačiau šis taškas 
nepriklauso (2.7.8) uždavinio leistinajai aibei X, todėl nėra jo sprendinys. 

Leistinoji aibė X ir taškai x“ = (3; 4) bei X = 22. 22 pavaizduoti 
23. 23 
2.8 paveiksle. 
x3 
(0; 16) 
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2.8. Standartinis uždavinys su tiesiniais apribojimais 
Nagrinėkime standartinį iškilojo programavimo uždavinį, kuriame funkcijos 
f komponentės /;,i=1,...,m, yra tiesinės funkcijos. Bendrasis tokio 


uždavinio pavidalas yra 


minlp(x): xe X|, X =[x€ R,: Ax2b, x20): (2.8.1) 


čia A= (aj) yra mxXn matmenų matrica, be R,„. Tiesinių apribojimų at- 


vejis pirmiausia išsiskiria tuo, kad Kuno ir Takerio teorema galioja be 
Sleiterio sąlygos. Tai įrodoma remiantis svarbia Farkašo teorema. Nuo jos ir 
pradėkime. 


2.8.1 teorema (Farkašo). Tarkime, kad B yra mxn matmenų matrica, 
veR,. Nelygybė (v, x)<0 galioja su visais nelygybės Bx<0 
sprendiniais tada ir tik tada, kai egzistuoja toks vektorius 20, kad 
v= Blu. 

A Įrodymas. Būtinumas. Apibrėžkime aibę Z=[z: 2= Bu, u>0). 
Tarkime, kad su visais nelygybės Bx<0 sprendiniais galioja nelygybė 
(v, x 0, bet vz Z. Tada pagal 2.2.1 teoremą egzistuoja projekcija 
p= pz (v), kuri tenkina nelygybes (z-P. v-p) <0 ir (z-v, v-p)<0, 
kai z€ Z. Pažymėję c=v-p, gauname, jog su visais z€ Z galioja 
nelygybės (6, zisio p) ir (e, v.>(c, ži Taškai z=0 ir z+p 


priklauso aibei Z, todėl iš pirmosios nelygybės gauname sąlygą 


(6, z+B)s (P), ZEZ, (2.8.2) 


o iš antrosios - nelygybę (c, v) >0. Iš (2.8.2) išplaukia, jog (c, z)<0 su 


visais z€ Z. Remdamiesi aibės Z apibrėžimu, gauname 


2 = (e B"u)= (Be, u), u20, todėl (Bc, u)<0 su visais u 20. 
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Iš šios sąlygos išplaukia nelygybė Bc<0 (ją galima įrodyti prieštaros 
būdu). 
Taigi vektorius c=v- p tenkina nelygybės Bc <0 ir 12 v) >0. Ši 


išvada prieštarauja teoremos sąlygai, todėl prielaidą vg Z turime atmesti. 
Vadinasi, v = B" u su kuriuo nors neneigiamu vektoriumi we R 5 
Pakankamumas. Tegu v= Blu su kuriuo nors 120. Tada pasirinkę bet 


kurį nelygybės Bx < O sprendinį x“, gauname 


(ae (Bu (i Be s0, 


Taigi nelygybė (v, z < 0 galioja su visais nelygybės Bx < O sprendiniais. V 


2.8.2 teorema. Tarkime, kad standartinio iškilojo programavimo uždavinio 
(2.8.1) su tiesiniais apribojimais tikslo funkcija g yra tolydžiai diferen- 


cijuojama srityje x>20. Taškas x“ € X yra (2.8.1) uždavinio sprendinys 
(optimalusis taškas) tada ir tik tada, kai yra toks y“ > 0, kad pora Ež y) 
būtų Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškas srityje x 20, y20. 


A Įrodymas. Pakankamumas išplaukia iš 2.6.2 teoremos, todėl nag- 
rinėsime tik būtinumą. 
Tegu x €X yra (2.8.1) uždavinio sprendinys. Matricos ži 


stulpelius (n-mačius vektorius) pažymėkime a*, J=l ..., m. Tada 
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Pagal aibės X apibrėžimą b- Ax“ <0 ir x" 20. Apibrėžkime dvi indeksų 


aibes: 

1(*)=[i: b-(ai, x)=0) ir J(x)=[š: Xj =0l. 

Tegu I(x“)+0, J(x)*0 ir 1(x)=(1:2; 4 k), km, 
J(5“)= [ls 25 1), Ia. 


Pagal 2.5.4a teoremą (optimalumo kriterijų) (2.8.1) uždavinio spren- 


dinys x" € X tenkina tokią sąlygą: 
(r (+). $) > 0 su visomis leistinosiomis taške x“ kryptimis s. | (2.83) 


Pagal 2.5.1 apibrėžimą (leistinosios krypties) nenulinis vektorius 
se R, yra leistinoji kryptis taške x“ e X =[x€ R,: b- Ax<0, x20) 


tada ir tik tada, kai 
(ai, s)20, ie I(x).ir S. 20, 76 J(x), 


t. y. tenkina nelygybių sistemą: 
(2.8.4) 


čia e! „J=L,2,..., 1, yra koordinatiniai erdvės IR, vektoriai. Apibrėžus 
matricą BT = (d, 43 ak. el. 5 4), šią sąlygų sistemą galima užrašyti 


nelygybe Bs Z0 ,ooptimalumo kriterijų (2.8.3) — taip: 


(y (+). s)20 kai Bs20. 
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Pagal  Farkašo teoremą egzistuoja vektorius 20, su kuriuo 


y(x) = Bu . Šį vektorių pažymėkime 7 = (31; 23 Ypi Vi „V „Tada 


v(x) = Yo jd+ Yo Yjel. (2.8.5) 
Pasirinkime vektorių y“ € R „: 


" |5i, kaiie I(*), 
y; = (2.86) 
0, kai ig iš), 


ir patikrinkime, ar pora (x: y) yra Lagranžo funkcijos L(x, y) = p(x) + 
+(y, b- Ax) balno taškas srityje xZ0, y20. Pagal 2.7.1 teoremą 


pakanka, kad galiotų (2.7.1)-(2.7.5) Kuno ir Takerio sąlygos. 
Aišku, kad x 20 ir y“ > 0. Kitų sąlygų tikrinimo rezultatai tokie: 


" OL(x, y) 


Ox 
. IR . 
- 22 yja' + 2. vie) - S yjai = 2 vje/ 20 
ieI(x ) jeJ(x) i=1 jeJ(x ) 


(čia pasinaudojome (2.8.5) ir (2.8.6) formulėmis); 
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2(X,—|=( x, NY Vie! = (0, nes x; =0, kai je J(*), 


jeJ(x) k 
OL(x y") 
3 ——  "=b-Ax <0,nes x € X; 
Oy 


kg 


i(k-(4 x*))=0. nes yį =0, kai ie I(x) Sir 
iel(x“) 


b-(ai, x*)=0, kai ie I(x). 


Taigi pagal 2.7.1 teoremą pora tp y) yra (2.8.1) uždavinio 


Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškas srityje x20, y20. V 
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2.9. Dualumas 


Iš Kuno ir Takerio teoremos jau žinome, kad Lagranžo funkcijos L(x, y) 
balno taško L y) pirmoji komponentė X yra standartinio iškilojo 
programavimo uždavinio 


minlp(x): xe XI, X =[xe T: f(x)<0), TC R,, (2.9.1) 


sprendinys. Iš dualumo teorijos sužinosime, kad antroji komponentė y“ taip 


pat yra tam tikro optimizavimo uždavinio sprendinys. 
Apibrėžkime dvi funkcijas: 


T(x)=supL(x, y), x€C, (2.9.2) 
yz0 

O(y)= inf Ela, y), y20, (2.9.3) 
xe 


ir du optimizavimo uždavinius: 
min(z(x): xe T, (2.9.4) 
max(6(y): y 20). (2.9.5) 


Funkciją 7 pavadinkime tiesiogine, o 6 — dualiąja funkcija. Pagal tikslo 
funkcijas (2.9.4) uždavinį vadinkime tiesioginiu uždaviniu, o (2.9.5) —- 
dualiuoju uždaviniu. 

Nagrinėdami funkcijas 7 ir 6, gauname: 


o(x), xe X, 
1) z(x)= 2.9.6 
A) I: xeP1X, P 
| kai x€ X, 
nes sup L(x, y) = , 
y20 +00, kaixE T 1X; 


2. Iškilasis programavimas 69 





2) 6(y)< L(x, y)<7(x), xeC, y20. (2.9.7) 


Aišku, kad sprendžiant tiesioginį uždavinį (2.9.4) aibę I" galima susiaurinti iki 
aibės (xe T: 7(x)<+ee|, t. y. iki aibės X =[xe T: f (x)<0), o sprendžiant 
dualųjį uždavinį (2.9.5) sritį yZz0 - iki aibės 
Y=[ye R,„:yZ0, 6(y)>—|. 

Taigi tiesioginis iškilojo programavimo uždavinys (2.9.4) yra ekvi- 
valentus standartiniam iškilojo programavimo uždaviniui (2.9.1), o dualusis 
uždavinys (2.9.5) - uždaviniui 
max(6(y): ye Y|, Y=[ye R, : y20, 6(y)>-o]. (2.9.8) 


Toliau nagrinėsime svarbiausius sąryšius, siejančius dualųjį uždavinį su tie- 
sioginiu. Siekdami sutrumpinti teoremų formuluotes, vietoj frazės 
„tiesioginis iškilojo programavimo uždavinys“ rašysime „(T) uždavinys“, o 
rašydami „(D) uždavinys“, turėsime mintyje „dualusis iškilojo prog- 


ramavimo uždavinys“. 


2.9.1 teorema. Jeigu (T) uždavinys (2.9.1) turi sprendinį ir leistinoji aibė X 
tenkina Sleiterio sąlygą, tai (D) uždavinys (2.9.8) taip pat turi sprendinį. 

A Įrodymas. Tegu x < X yra (2.9.1) uždavinio sprendinys. Pagal 
Kuno ir Takerio teoremą egzistuoja toks y“ 20, kad +: y) būtų 
Lagranžo funkcijos L(x, y) balno taškas srityje xe, y20. Iš balno 
taško sąlygos Llx, y) < Llx“, y) < Llx, y) „X€T, y20, gauname 
o(x*) = supL(x", y) = Ela, y) = inf Llx, y) = o(») ' 

y20 xET 


t y. o(x) =o(»“) | (2.9.9) 


Iš čia ir (2.9.7) išplaukia, jog 6( y) <ė( y) su visais 20. Vadinasi, y“ 


yra dualiojo uždavinio (2.9.8) sprendinys. V 
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2.9.2 teorema. Tarkime, kad aibė X =[xe T: f(x)<0) tenkina Sleiterio 


sąlygą. Pora x < X, y eY yra atitinkamai (T) uždavinio (2.9.1) ir (D) 
uždavinio (2.9.8) sprendiniai tada ir tik tada, kai galioja lygybė 


o(x) =o[»") , (29.10) 


A Įrodymas. Būtinumas. Tegu X € X yra (T) uždavinio spren- 
dinys. Pagal Kuno ir Takerio teoremą egzistuoja neneigiamas vektorius y, 
sakykime, y= y, su kuriuo pora tž y) yra Lagranžo funkcijos balno 
taškas. Tada (žr. 2.9.1 teoremos įrodymą) o(x) =O(y) ir ye Y yra (D) 
uždavinio sprendinys, todėl o(»“) = 6(7) ir o(x) = o(»“) į 

Pakankamumas. Tarę, kad galioja (2.9.10), iš (2.9.7) bei (2.9.6) gauna- 
me, jog o(y)<v(x) =o[) su visais y€ Y ir o(*|z6[“)=olx) 


su visais x€ X . Taigi o(y) E) ir o|x )= mino(5). v 


2.9.3 teorema. Tarkime, kad aibė X =[xe T: f(x)<0) tenkina Sleiterio 
sąlygą. Pora te y). xeX, y eY, yra Lagranžo funkcijos L(x, y) 
balno taškas tada ir tik tada, kai x“ yra (T) uždavinio, o y“ yra (D) 
uždavinio sprendinys. 

A Įrodymas. Būtinumas. Jei pora (x: y) yra L(x, y) balno taškas, 


tai pagal 2.6.2 teoremą taškas x“ € X yra (T) uždavinio sprendinys. Tada 
pagal 2.9.1 teoremą sprendinį, sakykime, ye Y turi ir (D) uždavinys, o 


pagal 2.9.2 teoremą galioja lygybė o(x '|= 6 ( y). Pagal (D) uždavinio 


sprendinio apibrėžimą 0 y) < 6(7), todėl 6 (5 ")<6 =olx ') 4 
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Kita vertus, galioja lygybė 0 (x) = o(x) (žr. 2.9.1 teoremos įrody- 
mą), nes pora LŽ y) yra Lagranžo funkcijos Ab y) balno taškas. Todėl 


gauname lygybę o(»“) =0(7)= max O(y), rodančią, kad y“ yra (D) 
y 


uždavinio sprendinys. 

Pakankamumas. Jei x < X yra (T) uždavinio, o y“ €Y yra (D) 
uždavinio sprendinys, tai pagal 2.9.2 teoremą galioja lygybė 
o(x)=9| y). Tada iš (2.97) gauname lygybę (y, r(*))=0. Taigi 
L(x, y) = o(*) . Taip pat (remdamiesi (2.9.7) sąlyga) gauname, jog 
lję, y) < o|x| su visais y20 ir Lls, y) zolx) su visais x€ I. 
Darome tokią išvadą: su visais x€ T" ir y 20 galioja nelygybių sistema 
Ll y) < itE y) < Llx, y) į 

Vadinasi, pora Ež y) yra Lagranžo funkcijos |žĖ- y) balno taškas 
srityje x€T, yZ0. V 


2.9.4 teorema. Jeigu (D) uždavinio (2.9.8) tikslo funkcijos reikšmių seka 
Įo|y“ jš y"eY, yra neaprėžta iš viršaus, tai (T) uždavinio (2.9.1) 
leistinoji aibė X yra tuščia. 

A Įrodymas. Tarę, kad X * 5, pasirinkime bet kurį aibės X tašką, 
sakykime, x . Pagal (2.9.7) tada gausime sąlygą o(»*)<0(5), 22 


x 


prieštaraujančią sekos Įo(»*)). + er, neaprėžtumui iš viršaus. 


Vadinasi, X =D. V 
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2.9.5 teorema. Jeigu (T) uždavinio (2.9.1) tikslo funkcijos reikšmių seka 
lo|x“ || 5 EX „yra neaprėžta iš apačios, tai (D) uždavinio (2.9.8) leis- 
tinoji aibė Y yra tuščia. 

Si teorema įrodoma analogiškai. 

Komentaras. Pirmųjų trijų dualumo teoremų (2.9.1-2.9.3) įrody- 
muose remiamasi teiginiu, jog (T) uždavinio (2.9.1) sprendiniui X egZis- 
tuoja toks y“ 20, kad pora (x: y) būtų Lagranžo funkcijos L(x, y) 
balno taškas srityje xET, yZ0. Todėl teoremų formuluotėse yra 
reikalavimas, kad leistinoji aibė X =[xe T: f(x) <0| tenkintų Sleiterio 
sąlygą. Žinome, kad tiesinių apribojimų atveju (kai f ( x) yra tiesinė vek- 
torinė funkcija srityje I'C R,) Kuno ir Takerio teorema galioja ir be 


Sleiterio sąlygos (žr. 2.8.2 teoremą). Vadinasi, visais atvejais, kai Kuno ir 
Takerio teorema galioja ir be Sleiterio sąlygos, šią sąlygą galima pašalinti ir 
iš dualumo teoremų. 





2.10. Kvadratinio programavimo uždavinio 
sprendimas taikant dualumo teoriją 


Standartiniu kvadratinio programavimo uždaviniu vadinamas toks užda- 
vinys: 
min((Cx, x)+(d, x): xe X|, X =[x€ R,: Ax26): (2.10.1) 


čia C = (cg) yra n-tos eilės simetrinė neneigiamai apibrėžta matrica, 


A= (a; ) yra mxn matmenų matrica, be R,, de R. Šio uždavinio 


tikslo funkcija 
o(x) = (Cx, x)+(d, *)5 xeR,, 
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yra iškiloji erdvėje R, (žr. 2.4.2 pavyzdį). Jo leistinoji aibė X yra taip pat ir 
iškila. Taigi (2.10.1) yra standartinis iškilojo programavimo uždavinys su 
tiesiniais apribojimais, todėl Kuno ir Takerio teorema galioja be Sleiterio 
sąlygos. Remiantis šia teorema galima įrodyti tokį optimalumo kriterijų. 


2.10.1 teorema. Taškas x € X yra (2.10.1) uždavinio sprendinys tada ir 


tik tada, kai egzistuoja toks y“ 2 0, kad 


1) 20“ +d4-Al y" =0, (2.10.2) 
ir 
2) (y“, b-Ax')=0. (2.10.3) 


A Įrodymas. Būtinumas. Tarkime, kad x“ € X yra (2.10.1) už- 


davinio sprendinys. Pagal Kuno ir Takerio teoremą egzistuoja toks y“ 20, 
kad pora (x: y) būtų Lagranžo funkcijos 
L(x, y)=(Cx, x)+(d, x)+(y, b- Ax) (2.10.4) 
balno taškas srityje x€ R,, yZ0. 

Nagrinėkime L(x, y) balno taško sąlygą 
Lė sy)< L(x“ y) (ay), xeR,, y20. (2.10.5) 
Iš dešiniosios nelygybės darome išvadą, jog 
L(x, y) = min Llx, y) , 

xeR, 

Pagal optimalumo kriterijų (Žr. 2.5.4 teoremą), taikomą funkcijai 

Llx, y), xe R, „su visais x€ R, turi galioti nelygybė 


L(x, y) 
Ox 


„xX-X )20. 
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Iš čia (prieštaros metodu) darome išvadą, jog 
OL(x, y) 
——-=0. 
Ox 


Lagranžo funkcijos  L(x, y) dalinis gradientas taške 


OL(x, y) 
0 


x 
Ež y) yra 2C“+d-Aly, todėl gauname (2.10.2) lygybę 
2Cx +4-AT y" =0. 

Antrąją teoremos sąlygą ( y, b- Ax) = 0 gauname pagal 2.6.1 teoremą. 

Pakankamumas. Tarkime, kad pora E y |: xeR,, y 20, 
tenkina (2.10.2) ir (2.10.3) lygybės. Iš pirmosios gauname, kad 
OL(x", y) 
=“ 


gauname, jog 


=(0, todėl pagal 2.5.4 teoremą Llx“, y) = min Ix, y) . Iš čia 
xeR, 


Llx“,y )<L(x y), xe R,. (2.10.6) 
Iš (2.10.3) išplaukia lygybė 

Llx, y) =olx)+(y“, b-Ax') =olx) ' 

Tada su visais y 20 

2 y) = o|x)x (y; b- Ax“) < o(x) = EŽ y) . 


Iš čia ir (2.10.6) gauname balno taško sąlygą (2.10.5). Pagal 2.6.2 


teoremą taškas x“ € R, yra (2.10.1) uždavinio sprendinys. V 


m 2.10.1 pavyzdys. Išspręskime kvadratinio programavimo uždavinį 


min (x 2 -4x5) „kai 
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m +tM 2 4, 
4xį M 2-2. 


Sprendimas. Šio uždavinio tikslo funkciją galima užrašyti formule 
(Cx, x)+(d, x) „kai 


cel4 244 


1 1 
o apribojimų sistemą — matricine nelygybe AxZb, su 4-|; | ir 


(+) 


Taikydami 2.10.1 teoremą, gauname 


2 


2Cs+4-Ay=| 
4x)-4-y,+)2 


(y, b- Ax) = vi (4-3 —x2)+ Y2 (-2-43 +49). 
Toliau sprendžiame sistemą 

24 -2-y,-4y5=0, 

4x;)-4-1y+)y2=0, 

(4-4 -2)+y2(-2-44 +35)=0, 

X t 24, 

4X,- X 2-2, 

Vi 20, Y2 20. 





sa BV 
Gauname vienintelį sprendinį — taškų x“ 2 2 i -|Ž 0) 


T 
porą. Pagal 2.10.1 teoremą taškas x“ = (Ž 2) yra šio uždavinio spren- 


dinys. 
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Panagrinėkime kvadratinio programavimo dualųjį uždavinį 


max(6(y): ye Y|, Y =[ye R, : y 20, 6(y)>—-|: (2.10.7) 


čia 6(y) = inf ((Cx, x)+(d, x)+ (y, b- Ax)). 
2.10.2 teorema. Jeigu kvadratinio programavimo uždavinio (2.10.1) 
leistinoji aibė X yra netuščia, o simetrinė matrica C - teigiamai apibrėžta, tai 
dualusis uždavinys (2.10.7) turi sprendinį. 

A Įrodymas. Kai simetrinė matrica C teigiamai apibrėžta, Lagranžo 
funkcija 


L(x, y) = (Cx, x)+(d, x)+ (y, b- Ax) = (Cx, «k (d-ATy, xx (B, y) 
yra stipriai iškila x atžvilgiu erdvėje R,„. Vadinasi (pagal 2.5.3 teoremą), ji 
turi vienintelį minimumo tašką su kiekvienu yZ0. Šis taškas randamas iš 


būtinosios minimumo sąlygos 
OL(x, y) 


=2Cx+4-Aly=0. 
Oy 
p tų 
Gauname M (A y d). 


Pertvarkykime dualiąją funkciją O( y): 


6(y)= inf ((Cx x (d-ATy, xx (B, y)) = 


xeR, 


lcc: (A"y-1), CAT y -d))+ 


| 2 
+>(d-A7y, C' (AT y-d))= (by) = 


-Ž(ac47 y, ylos Lac, y) (a, ca). 


„1 
4 


Taigi dualųjį uždavinį (2.10.7) galima užrašyti taip: 
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max (LAC) yes LAC, y|-2(a Ga) ye r). (2.10.8) 


Šio uždavinio tikslo funkcija yra stipriai įgaubtoji erdvėje R „„„ taigi ir leis- 
tinojoje aibėje Y, nes matrica AC AP yra teigiamai apibrėžta. Todėl pagal 


2.5.3 teoremą dualusis uždavinys turi vienintelį sprendinį. 


2.10.3 teorema. Tarkime, kad kvadratinio programavimo uždavinio 
(2.10.1) leistinoji aibė X yra netuščia, o simetrinė matrica C yra teigiamai 
apibrėžta. Jeigu y yra dualiojo uždavinio (2.10.7) sprendinys, tai 


į LD 
x= 2 sa (A75 -d yra kvadratinio programavimo uždavinio (2.10.1) 


sprendinys. 

A Įrodymas. Pagal teoremos sąlygas (2.10.1) uždavinio tikslo funk- 
cija yra stipriai iškila erdvėje IR„. Kai leistinoji aibė X yra netuščia, šis 
uždavinys pagal 2.5.3 teoremą turi vienintelį sprendinį. Pažymėkime jį X. 
Dualusis uždavinys (2.10.7) pagal 2.10.2 teoremą taip pat turi vienintelį 
sprendinį, sakykime, y . Pagal 2.9.3 dualumo teoremą pora (T; y) yra La- 


granžo funkcijos L(x; y) balno taškas srityje x€ R,, y20. Iš 2.10.1 teo- 


remos išplaukia, kad šis balno taškas tenkina (2.10.2) sąlygą 
2Cx+d4-AT5=0. 
Iš šios lygties gauname įrodomąją formulę 


T=C(AT5-d). v 


m 2.10.2 pavyzdys. Išspręskime kvadratinio programavimo uždavinį 


min (2A7 +x3-4ų4 217) „kai 


(2.10.9) 


2x + 24, 
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Sprendimas. Šį uždavinį galima užrašyti (2.10.1) formule, kai 


"EE 


Matrica C yra teigiamai apibrėžta, o leistinoji aibė X netuščia, todėl (pagal 
2.10.3 teoremą) sprendinį x galima užrašyti formule 


= A T 
z--C (A 7 d), 
kurioje Y yra dualiojo uždavinio 
l AT L Ai l Žą 
max -z(4C AT y, y) b+5AC'4, y -2(4. Cc d) y20! (2.10.10) 
sprendinys. 


Apskaičiuokime matricas e AC"!, Ac"lAT ir vektorius 


b+ZAC4 „ca: 


BEL Aa 
Cc = > AC = , AC A = , 
0 1 0,5 2 3 4,5 


sto aa 
b+ZAC"4=| |, Crla=| ||. 
2 3 2 


Įrašę į (2.10.10), gausime tokį dualųjį uždavinį: 


3 > 3 9 
max|-Ž57- Žin až a 3953 » 20, y2 =0l. (2.10.11) 


Kadangi AC Ab yra teigiamai apibrėžta matrica, tai šio uždavinio tikslo 
funkcija turi vienintelį maksimumo tašką erdvėje R3>. Jis randamas iš 


būtinųjų ekstremumo sąlygų sistemos 


3 3 
-=y,-—y5+3-=0, 
2 9 V2 


3 9 
-=y,-—y5 +3-=0. 
22 472 
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Gauname y=(2; 0 . Šis taškas taip pat yra dualiojo uždavinio (2.10.11) 


sprendinys. 
Vadinasi, 2.10.9 uždavinio sprendinys yra 


 14(05 Oj(2 1V2 4 2 
x=- - = Ę 
200 1/AL1 2/0 2 0 
Komentaras. Šiame pavyzdyje visai lengvai radome dualiojo 
uždavinio (2.10.11) sprendinį, todėl 2.10.3 teoremos taikymas (2.10.9) 


uždaviniui spręsti buvo efektyvus. Bendru atveju dualiojo uždavinio 
sprendimas gali būti sudėtingesnis. 
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3. Tiesinis programavimas 





3.1. Tiesinio programavimo uždaviniai 
Optimizavimo uždavinys 
minįp( x): Xx€ er XS, 


yra vadinamas tiesinio programavimo uždaviniu, kai jo tikslo funkcija g 
yra tiesinė, o leistinoji aibė X yra tiesinių lygčių ir (arba) tiesinių nelygybių 
su 1 nežinomųjų sistemos sprendinių aibė. 

Tiesinio programavimo uždaviniu taip pat vadinamas didžiausios 
reikšmės paieškos uždavinys 


max Įp( x): x€ X| AS A 
jei g ir X tenkina jau minėtas tiesiškumo sąlygas. 


Yra dvi labai svarbios tiesinio programavimo uždavinių klasės. Tai 
standartiniai ir kanoniniai tiesinio programavimo uždaviniai. Pirmoji klasė 
išsiskiria tuo, kad standartinio uždavinio leistinoji aibė yra tiesinių nely- 
gybių sistemos neneigiamų sprendinių aibė. Kanoninio uždavinio leistinoji 
aibė yra tiesinių lygčių sistemos neneigiamų sprendinių aibė. Su šiomis 


dviem tiesinio programavimo uždavinių klasėmis susipažinsime išsamiau. 


3.1.1. Standartinis uždavinys. Standartiniu tiesinio programavimo už- 
daviniu vadinamas toks optimizavimo uždavinys: 
min((c, x): xe XI, X =[x€ R,: Ax2b, x20); (3.1.1) 


čia A= (aj) yra mXn matmenų matrica, be R,, ce R,. 
Šis uždavinys užrašomas ir kitaip. Pavyzdžiui, 
min (c, x) „kai 
AxZb, 
xz0. 
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Aišku, kad standartinis tiesinio programavimo uždavinys yra iškilojo 
programavimo standartinis uždavinys — atskirasis jo atvejis. Taigi jam 
galioja visi Kuno ir Takerio teorijos teiginiai bei dualumo sąryšiai. 

Standartinio uždavinio (3.1.1) Lagranžo funkcija yra 


L(x, y)=(c, x)+(y, b- Ax), x20, y20. 

Ją galima užrašyti ir taip: 

L(x, y)=(b, y)t(e-A7 y, x), x20, y20. 
Tada lengva matyti, jog 
Agila, 
Todėl dualiąją funkciją O(y) si L(x, y), y20, galima užrašyti šia 


formule: 
(b, y), kai AT y<c, 
0(Y)= a 
—oo, kai A! y £c. 
Darome išvadą, kad standartinio uždavinio (3.1.1) dualusis uždavinys 
yra toks: 
max((b, y): ye Y), Y=[ye RA: A y<o, y20). (3.12) 


3.1.2. Kanoninis uždavinys. Kanoniniu tiesinio programavimo uždaviniu 
vadinamas optimizavimo uždavinys 
min((c, x): xe X|, X =[x€ R,: Ax=b, x20). (3.1.3) 


Nesunku suvokti, kad jį galima pakeisti ekvivalenčiu standartiniu 
uždaviniu, nes matricinė lygtis Ax =b yra ekvivalenti nelygybių Ax 2 b ir 
(-A)x Z -b sistemai. Pažymėkime 


is 2 3.14 
SIP (3.14) 
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Tada X =(x€ R,: Ax=b, x20)=[xe R,: Ax2b, x20). Vadinasi, 
vietoj (3.1.3) uždavinio galima nagrinėti ekvivalentų jam standartinį uždavinį 
min4(c, x): x€ X|. X =[xe R,: Ax2b, x20). 

Dabar jau galima užrašyti dualųjį uždavinį 

max ((b, r): re T), T=[re R3,:Alr<c, 120). (3.15) 


„Perkelkime“ šį uždavinį į perpus mažesnių matmenų erdvę R,„. Suda- 


rykime erdvės R,„ vektorius 


h nx 
tŽ| E) ir y=K-f. 
m Dm 
Kai 20 ir //20,tai ye R,„. Be to, kiekvieną vektorių ye R, galima 
užrašyti (nevieninteliu būdu) formule y=+—£", "20, 20. 


Apskaičiuokime tikslo funkciją (D, /) ir pertvarkykime nelygybių 


Alr<c ir 720 sistemą. Gausime: 


D E.) (| 5] (6 sa 


ži AT; = | L = (A, — AT I) = 
= Af/- AT = A! (/-1")= AT y. 
Taigi  nelygybių Alr<c ir 720 sistema tampa nelygybė 
ATy<c,kai y=f/-f“, o tarp aibių T-[re Ro: AFr<c, 120) ir 
Y=| yeR„: A y<c) egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis. Todėl 


(3.1.5) uždavinį galima pakeisti šiuo uždaviniu: 
max ((b, y): ye Y), Y=|ye R: Al ys). (3.16) 


Jį ir vadinsime kanoninio uždavinio dualiuoju uždaviniu. 
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3.1.3. Bendrasis uždavinys. Tegu A= (aj) yra mXn matmenų matrica, 
beR,, ce R,, I=(k 2;..; m), J= (1 2;..; nn). Tiesinio programa- 


vimo bendruoju uždaviniu yra vadinamas toks optimizavimo uždavinys: 
min((c, x): xe X), X=[xeR,„: (Ax), Zh;, kai ie I, CI, 


i 
(Ax), = b;, kai ie I, 


x; 20, kai je "ee (3.17) 


čia (Ax), yra vektoriaus Ax i-toji koordinatė, 0 x; — vektoriaus x j-oji 
koordinatė. 
Kai I, =1I ir J, = J , (3.1.7) uždavinys yra standartinis tiesinio prog- 
ramavimo uždavinys. Atvejis I, = ir J, = J atitinka kanoninį uždavinį. 
Glaustai panagrinėkime dualiojo uždavinio sudarymo schemą. Pir- 
miausia atkreipkime dėmesį, kad bendrąjį uždavinį galima pertvarkyti į 
standartinį uždavinį. Lygtis (Ax). =b;, ie I V, , galima pakeisti nelygybių 


i 
(Ax),Zb; ir (-Ax),Z-b; poromis, o vektoriaus x komponentes 
xj; JE JVJ,, — neneigiamų skaičių x;ir x; skirtumais x“ — x. Tada 
LA 


kintamųjų x;, j€ Jų, ir 2 Xj„ JE J VJ,, atžvilgiu (3.1.7) uždavinys 
įgytų standartinio uždavinio pavidalą. Pagal šio uždavinio Lagranžo funkciją 
sudaromas dualusis uždavinys ir „perkeliamas“ į erdvę R,„. Praleidę konkre- 
čios analizės aprašymą, užrašysime tik galutinį rezultatą — dualųjį uždavinį 
max ((b, y): ye F|., Y=|ye Ru: (47 y) „Scį,jeJ,, 
J 
(475), =c, je JV, 
y; 20, ie LL). (3.1.8) 
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E 3.1.1 pavyzdys. Sudarykime tiesinio programavimo uždavinio 
min (5x1 +7x5 -3x5 + x4 —- 245) , kai 
x + + t44 14515, 
x, 1345 -X,-4x5 <2, 
4xį —X1+3x1 1745 27, (3.1.9) 
2x)+x5 -4x4 +3X5 =2, 
x Z0, x) 20, 





dualųjį uždavinį. 

Iš pradžių antrąją apribojimų sistemos nelygybę pakeiskime priešinga 
nelygybe (daugindami abi puses iš (-1)). Gausime (3.1.7) pavidalo 
uždavinį 
min (54 +7x5 -3x3 + x4 — 2x5) , kai 

X o tXtx) +A 14515, 
x —- 3X2 +x4+4x5 2-2, 
4xi —X13X1 1745 27, (3.1.10) 
2x) +x51-4x4+3x5 =2, 
x Z0, x5 Z0. 





Šį uždavinį sugretinę su (3.1.7) uždaviniu, nustatome, jog 


5 
1 1 1 1 1 15 
7 
1 4 
c=|-3 eRs, A= , b= eR;, 
1 0-1 3 7 
0 2 1-4 3 
-2 


I=A 234, = [2:3 5 23:45), JS 5) 


Pagal (3.1.8) modelį gauname tokį dualųjį uždavinį: 
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max (153, —2y5 +7y5 +2y4), kai 


Ji - Yo +475 <5, 
»1-32 +2y41=7, 
VI —y3+y4 =-3, 


M+ Y213y5—-4y4= 1 
x, +4y5+7y5 +3y4 <-2, 
5) 20, V3 20. 





Atkreipiame dėmesį, kad šis uždavinys yra laikomas ne tik (3.1.10), 
bet ir (3.1.9) uždavinio dualiuoju uždaviniu. 





3.2. Tiesinio programavimo uždavinių ekvivalentumas 


Tiesiniame programavime teoriniai teiginiai paprastai formuluojami ir įro- 
domi vienai uždavinių klasei (standartinių arba kanoninių), o paskui api- 
bendrinami remiantis galimybe kiekvieną tiesinio programavimo uždavinį 
pertvarkyti į ekvivalentų jam standartinį (taip pat ir kanoninį) uždavinį. 
Kaip suvokiamas ekvivalentumas tiesiniame programavime? 

Du tiesinio programavimo uždaviniai yra vadinami ekvivalenčiais, 
jeigu egzistuoja sprendinių (optimaliųjų taškų) aibes siejanti abipus vie- 
nareikšmė atitiktis. 

Keičiant kanoninį uždavinį 
min4(c, 2): x€ XI X =[xe R,: Ax=b, x20|, 


standartiniu uždaviniu tiesinių lygčių sistema (matricinė lygtis) Ax =b kei- 
čiama tiesinių nelygybių sistema 

Ax2b, 
> 2-b. 
Šiuo atveju pasikeičia tik apribojimų sistema, bet išlieka ta pati tikslo 
funkcija ir leistinoji aibė, todėl iš esmės uždavinys net nepasikeičia. 
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Panagrinėkime atvirkštinę problemą, kai standartinis uždavinys 
minl(c, x): xe X|,X =[x€ R,: Ax2b, x20), (3.2.1) 


keičiamas kanoniniu uždaviniu. Tegu 


čia vue R,, we R, m. €€ Rz415 p, E - mxm matmenų vienetinė mat- 


rica. Tada kanoninis uždavinys 
min((č, w): we W), W =[we R, „: Aw=b, w20), (3.2.2) 


* 
yra ekvivalentus (3.2.1) uždaviniui, nes tarus, jog w“ | je yra 
u 


(3.2.2) uždavinio sprendinys, lengva įrodyti, kad x“ yra (3.2.1) uždavinio 


sprendinys. Ir atvirkščiai, kai x € X yra (3.2.1) uždavinio sprendinys, 


x 
vektorius Ww“ | ! u“= Ax" -b, yra kanoninio uždavinio (3.2.2) 
u 


sprendinys. Dar turėtume įsitikinti, jog tuo atveju, kai (3.2.2) uždavinys 
neturi sprendinių, tai sprendinių neturi ir (3.2.1) uždavinys. Čia svarbu 
atkreipti dėmesį, kad (č, w)= (6, x) su visais x€ X ir wEeW. 

Kad būtų lengviau nagrinėti, bendrąjį atvejį šiek tiek supaprastinkime. 
Tegu tiesinio programavimo bendrasis uždavinys yra toks: 
min4(c, x): x€ X|. 


X =[xe R,: (4x),Zb, i=1, k 


(Ax) =b;, i=k+l,..., m, x; 20, j=1,..., (3.2.3) 


i 


Pakeiskime jį ekvivalenčiu kanoniniu uždaviniu. Tegu 


, 7 o 
Xj tj -1js j=!+], Geiis EL 5 
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U bį byai 
u“ = b“=| || b“ = 2 
Up by ba 
TA „ 
| C+ x X 41 L4l 4l 
" m į m ! k į 5 ; p : 
c= „€=| I: „X=|:|,X=| „L = „)-=| Oj; 
4] Cn x; X 2 Ip 
c x 
al5 r 
€=| = |€ Rontkai> W=| p || 
Cc 
0 u“ 
a "77 [41] 1 [41] 1 1 "TT a n 
App | „App | es , 
Aki "77 [174 1 Gr 1 1 "TT Gr n 
Akai" 441] Akai Ik Akaln 
Apį | „aaaaansaoa nan aaa naa ma i A52 1 TTT S 
(1 1 777777 An 1 An 141 777777: (A n 


2 L Ap — App ES 
A, Ap —A5 0 


(čia E vienetinė kxk matmenų matrica, 0 — nulinė (m—/)xk matmenų 
matrica). 


Naudodami šiuos žymėjimus, sudarykime kanoninį uždavinį 


min((č, w): we W), W =[we Ropiy į? Aw=b, w20). (3.24) 


Pradinį (3.2.3) uždavinį galima užrašyti taip: 
min((c, 22 x€ X| , 
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X 


X - ss k R,: A'x26“,A"x=b",x20, xe R. 


Tarkime, kad w“ € W yra (3.2.4) uždavinio sprendinys. Tada iš sąlygų 


Aw“ =b ir w“ 20 gauname, jog vektorius 


tenkina sąlygas A“x“ 26“, A“x* =b", X 20 ir Xe R, p. Taigi 


x e X „Beto, 


(č, w)= (2, ale, i“) (e, G == (e 2, 


Darome išvadą, kad x“ yra (3.2.3) uždavinio sprendinys. 


T = 
Jei vektorius A“ = (7; =, eR,, X 20, Te R, p, būtų (3.23) 


uždavinio sprendinys, tai galėtume „sukonstruoti“ (3.2.4) uždavinio spren- 


* T "— . 2 * o 
dinį Ww“ = (7; į 6 a € R3,-;. Pakaktų pasirinkti u“ = A 'x* -b' ,0 


vektorių £“ ir £“* komponentes Pš ir ia j=1+1, ...,n, apibrėžti šiomis 


formulėmis: 
X;, kai T; 0, 0, kai X; 20, 
1, J J į2S L J 
= + —06 J = = 6 
0), kai X; < 0); Aj, kai X; < 0. 


Ganiumė: +“ 057 01 30 AWP Sb, (č, w)= (e, x). čia 





išplauktų išvada, jog w“ priklauso aibei W ir yra (3.2.4) uždavinio sprendinys. 


Dar prisiminkime, kad uždavinių max((c, x): xe X | ir 
min4(-c, x): xeX | sprendinių aibės sutampa. Vadinasi, kiekvieną tiesinio 


programavimo uždavinį galima pakeisti ekvivalenčiu kanoniniu uždaviniu. 
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Analogiškai galima įsitikinti, jog kiekvieną tiesinio programavimo už- 
davinį įmanoma pakeisti ekvivalenčiu jam standartiniu tiesinio prog- 
ramavimo uždaviniu (analizę paliekame skaitytojui). 





3.3. Kraštutiniai leistinosios aibės taškai 





Pradėkime nuo bet kurios iškilosios aibės X CR, kraštutinio taško 


sąvokos. 











3.3.1 apibrėžimas. Tegu X yra iškiloji erdvės IR, aibė. Taškas x“ 


(*€ R, yra vadinamas aibės X kraštutiniu tašku, jeigu iš lygybės 


x" =a4x+(1-2)x" išplaukia, jog 4=0 arba a=1, kai x, xe X, 
x*x,ae|0; I). 

Iš šio apibrėžimo matyti, kad lygybė x“ = 4x +(1—-) x" yra negalima 
su X, x €X, xx", kai ce (0; 1). Pavyzdžiui, trikampiu apribotos 
plokštumos taškų aibės X kraštutiniai taškai yra šio trikampio viršūnės x 5 
x, x (3.1 pav. a). Daugiau kraštutinių taškų ši aibė neturi. Visi uždaro 


skritulio kontūro apskritimo taškai (ir tik jie) yra kraštutiniai (3.1 pav., b). 








3.1 pav. 





Aibės X kraštutinių taškų aibę žymėsime E(X). 
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3.3.1 teorema. Uždara iškiloji aibė X C R, turi bent vieną kraštutinį tašką 
tada ir tik tada, kai joje nėra tiesių, t. y. poaibių 

I(, s|=|x€ R,ix=xX+As, Ac R|, xeX,sz0. 

Šios teoremos neįrodysime. 

Nesunku įsitikinti (paliekame skaitytojui!), kad bet kurio tiesinio prog- 
ramavimo uždavinio leistinoji aibė turi bent vieną kraštutinį tašką (Žinoma, 
kai ši aibė yra netuščia). 

3.3.2 teorema. Jeigu aibė X C R, yra iškilasis kompaktas, tai 
X = convE ( X ) š 

Šios teoremos įrodymą taip pat praleisime. 

Tiesiniame programavime kraštutiniai taškai yra įdomūs pirmiausia 
tuo, kad tiesinė tikslo funkcija ir didžiausią, ir mažiausią reikšmę įgyja 
kuriame nors leistinosios aibės kraštutiniame taške. Vis dėlto artimiau 
susipažinsime tik su kanoninių tiesinio programavimo uždavinių 
(tiesioginio ir dualiojo) leistinųjų aibių kraštutiniais taškais. 

Tarkime, kad kanoninio uždavinio 


min((c, x): xe X|, X =[x€ R,: Ax=b, x20), (2341) 


apribojimų sistemos matricos A= (a; ) matmenys yra mXn, m<n,ojos 
rangas r(A) yra lygus m. Šios matricos stulpelius pažymėkime 
a! „J=1,2,...,n. Tada pačią matricą A galėsime užrašyti kaip stulpelių 
a/,j=1,2,..., n, vektorių: A= (a, Aiks P 


Tegu x < X. Sudarykime taško x“ teigiamąsias koordinates ati- 


tinkančių matricos A stulpelių sistemą (aibę) T (X s 


T(+)=[a!: Xj >0) cal; až: all 
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3.3.3 teorema. Aibės X =[xe R,: Ax=b, x20| taškas x“ yra jos 
kraštutinis taškas tada ir tik tada, kai sistemos T(x) rangas T(x)) yra 


T(+*)s čia Įr() 


A Įrodymas. Būtinumas. Tarkime, kad x" € X yra kraštutinis aibės 


X taškas, T(x) =[d!; až: at) ir T(+)) <k, kšn. Vadinasi, yra 








: Čia — aibės T (+) elementų skaičius. 








lygus 


tokie skaičiai Aj, j=1,2,..., k , kad 


k k k 
M Aja =0ir YAž>0. (3.3.2) 
j=l j=l 


o 


ja =b gauname, jog su bet kuriuo skaičiumi 


k 
Iš čia ir sąlygos Ax“ = Y. x 
j=l 
£ (£>0) galioja lygybės 
k 2 k ž 
U(+eja/=6 ir X(x-eja) =b. (3.33) 
j=1 J=l 
Kadangi > >0 su visais j=1,2,..., k, tai galima pasirinkti £ > 0 taip, 


kad galiotų abi nelygybės, x;+64;20 ir x;-24,Z0, su visais 


j=1,2,..., k . Iš čia ir (3.3.3) tada išplauktų, jog taškai 
/ o o T - 
x = (x SUS 0) ir 


T 
x = (4 — Efi Ak — Elk 053 0) 


priklauso aibei X. Tačiau tada gautume prieštaraujantį kraštutinio taško api- 
brėžimui rezultatą: 

+ 1 1 7 | 
x Ž54+57 „006 X,XEX ITA ZX. 


Taigi sąlyga (3.3.2) negalioja, kai x“ yra kraštutinis taškas. Kitaip tariant, 


sistema T (+ yra tiesiškai nepriklausoma ir r (T E ) =k= Ir (x 
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Pakankamumas. Tegu x € X, T(x) =|d!; a?; Iii3 ak) „ k<n, 
r|T(x*)) =k, bet x" nėra aibės X kraštutinis taškas. Vadinasi, yra tokie 


xX,XeX, X*x", ir ae(0; 1), kad x =0x+(1-a0)x". Iš sąlygų 
6>0, 1-4>0, x 20 ir x"20 tada gauname, jog x; =Oir x; =0 su 
k ž k , 
visais j=k+1,..„n. Todėl Ax“= X xa! =b ir Ax“ = X xja! =b. 
j=1 j=1 
k ; 
Atėmę gauname lygybę Y (x; xp ja) =(), reiškiančią, kad matricos A 


J 
j=l 


stulpelių a/, atitinkančių teigiamąsias taško x“ koordinates, sistema 
T(x) yra tiesiškai priklausoma, nes x;—x; *0 nors su vienu 


j=L ok. 


Atmetę pradinę prielaidą, gauname, jog sr yra aibės X kraštutinis 
taškas. V 


m 3.3.1 pavyzdys. Patikrinkime, ar tiesinių lygčių sistemos 


24 - 34 + = 44- A5 =5, 
x - 44 +431 X5 =6, 
Ix +2x9 +34x3 —6x4 —3X5 =12 
as Tiu 2 T SR i 
sprendiniai x =(1;0:4;0;1) ir x“ =(0:0; 6; 1;0) yra šios sistemos 
neneigiamų sprendinių aibės X kraštutiniai taškai. 
Sprendimas. Tiesinių lygčių sistemos matrica yra 
2-=3; L —L-=1 


A=|1 -4 1 0 1 
3-2 3 023 
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Jos stulpeliai yra trimačiai vektoriai 


2 -3 1 -1 -1 
a'=|1|,až= -4|, a3=|1|, a* = 0 „= 1 
3 2 3 -6 -3 


Tiriamųjų taškų x! ir 52 teigiamąsias koordinates atitinkančių matricos A 


stulpelių sistemos yra T(x!) =[d!; a; | ir T(x*) = aš; at) „ Abu taš- 
kai yra kraštutiniai, nes r(T(4! ) = T(4! ) =3 ir HT(x*)) = Įr(5 ) =2. 


Iš 3.3.3 teoremos išplaukia, kad kanoninio uždavinio (3.3.1) 
leistinosios aibės X =[x€ R,: Ax=b, x20) kiekvienas kraštutinis 
taškas gali turėti ne daugiau kaip 1 teigiamų koordinačių, nes m yra 
didžiausia erdvės IR, vektorių (taigi ir matricos A stulpelių) sistemos rango 
reikšmė. 


3.3.2 apibrėžimas. Tegu matricos A=[a!, Aa a), a'eR,, „= LŽ A, 
m<n, rangas yra lygus m. Aibės X =[xe€ R,: Ax=b, x20; kraštutinio 
taško x“ baze yra vadinama matricos A stulpelių sistema B (* „tenkinanti 


šias sąlygas: 








Kai B(x) = AEA taškas x yra vadinamas neišsigimusiu, 0 prie- 
šingu atveju — išsigimusiu aibės X kraštutiniu tašku. 

Nagrinčtame 3.3.1 pavyzdyje kraštutinis taškas x! = (1; 0; 4; O; 1 
yra neišsigimęs. Jo bazė yra B 4|=T(+/)=|4'; a“: |. Antrasis 
kraštutinis taškas x7 = (0; 0; 6; 1; 0) yra išsigimęs. Jis turi ne vieną, o tris 
bazes: Bi(x*)=|a'; a; a) B, (+)=(4?; aš; a*| ir 
Bs (x?) = aš; a“: a) (patikrinkite!). 
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Toliau nagrinėsime dualiojo uždavinio 


max((5, y): ye Y), Y=[ye RA: ATy<cl, (3.3.4) 
leistinosios aibės Y kraštutinių taškų algebrinę charakteristiką. Turėsime 
mintyje, kad matrica A= (d, a sis a" |tenkina tas pačias sąlygas kaip ir 


tiesioginio uždavinio (3.3.1) apribojimų sistemos Ax=b, x 20, matrica. 
Tegu y“'€Y. Sudarykime matricos A stulpelių a/, tenkinančių 
lygybes (ai, y) =cj, je([1; 23 sistemą S ( y“) . Taigi 


s(v) =[ai: (a! y) m ci) c|d!, až: a". 
Čia atkreipkime dėmesį, kad matricinę nelygybę AT y“ <c galima užrašyti 
vektorinių nelygybių sistema 


(ai, so, j=1,2, n. (3.3.5) 


3.3.4 teorema. Aibės Y = |y eR,: Aly < c) taškas y“ yra jos kraštutinis 
taškas tada ir tik tada, kai sistemos S y) rangas yra lygus m. 


A Įrodymas. Būtinumas. Tarkime, kad y“ € Y yra kraštutinis taškas, 
bet s(v) rangas nelygus m. Kadangi a! e R,, j=1,2,..,n, m<n,tai 
negali būti (s(x)) >m. Tegu (s(x)) =k <m. Kad būtų paprasčiau, 
nagrinėkime atvejį, kai s(») =[d!; iuo d) „1Zk ir sistema ja; sd ak) 
yra tiesiškai nepriklausoma. Atkreipkime dėmesį, kad būtinai /<n, nes 


sistemos [a!, a2: os a") rangas lygus m, m>k. 
Sudarykime tiesinių lygčių ir nelygybių sistemą 
(ai, y=ep jsi, 2 l; (3.3.6) 


(ai, yl<ejpjslklos n. 331) 
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Lygčių sistemoje (3.3.6) yra k bazinių nežinomųjų, sakykime, 


Viros Vę dr m-k laisvųjų nežinomųjų. Jei pasirinktume y; = Yj ' 
j=k+l, „m, tai bazinių nežinomųjų reikšmės būtų y; = 20 
j=l, ..., k , ir gautume kraštutinį tašką y“. 

Pasirinkime du laisvųjų nežinomųjų rinkinius: y; = Yj +E, 
j=k+l, ..,m,ir = J = j=k+l, ..,m; £>0. Gausime du (3.3.6) 
sistemos sprendinius: 

y = (vi: 5 Ypa Yi TE +6) ir 

„ „ „ o o T 
y = (i; «5 Yko VKT ĖS 5 Ya 76) . 
Aišku, kad galima pasirinkti £ > 0 taip, kad abu taškai, y“ ir y“, tenkintų 
nelygybės (ai, y)so J» J=1AL, An (tai matyti iš (3.3.7) nelygybių). 
Vadinasi, yra toks skaičius £>0, kad y'eY, y/eY ir y/= y". Bet 


L o L o o . . . 1 , 1 „ o G. 
—(y; +€)+—[y;-€|=y;,kai į=k-+1, ..,m,todėl —y +—y =y „Si 
2 Yi 2 Vj Vj J 2 Y 2 JV 

lygybė prieštarauja kraštutinio taško apibrėžimui. Atmetę prielaidą, jog 


(S | y ) < m , gauname teoremos išvadą. 


Pakankamumas. Tegu y“E€Y, Įs(y'))=m, bet y“ nėra aibės Y 
kraštutinis taškas. Tada egzistuoja tokie y“, y/eY,, y * y" ir ae (0; I), 
kad ay'+(1-a)y"=3". Sakykime, kad aš; 53 ai) c s(v) ir 


rai, adm |) = m. Vadinasi, su visais p=1,..., m 


ej Ap J. Nazp. į J. Nas. 
(atr, y Įzej (ah yao, ir (ar, y sejp. 
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Iš čia ir sąlygos gy +(1-2)y" = y", ae (0; 1), gauname, jog (a/r, y) Ž 


= (ar, ye (ab, Yy „kai p=1,..., m . Todėl 
5 

m . 

X (ai, y-y)=o, y-y Z0. 

p-=l 


Ši išvada prieštarauja sąlygai r|lai, LLS a/.|) =m. Taigi y“ yra aibės Y 


kraštutinis taškas. VY 


3.3.3 apibrėžimas. Kraštutinio taško y“ € Y = Įy eR,: Ay c) baze 
yra vadinama aibė B | y) CS | y) „tenkinanti sąlygą 


"(a(v)- p») 


Kai By“) =$ (+) „ kraštutinis taškas y“ vadinamas neišsigimusiu, o 


zm. 





priešingu atveju — išsigimusiu aibės Y kraštutiniu tašku. Aišku, išsigimęs 


kraštutinis taškas gali turėti ne vieną bazę. 


m 3.3.2 pavyzdys. Tiesinių nelygybių sistemos 
Ju 25 <4, 
—» +2y5-3y5 <2, 
3N+Y2 -)Ą 0, 

y. +372 +3y5 €-2, 

4y M 5, 
Y3 <3, 
3y, +y2 +3y5 <6 





sprendinių aibę pažymėkime Y. Nustatykime, ar taškai 
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-11 -2 1 
y! = 0 p 2 = 0 1r y = -3 
3 0 2 


yra jos kraštutiniai taškai. 


Sprendimas. Uždavinio tiesinių nelygybių sistemą galima užrašyti 


matricine nelygybė AT y<c,kai 


m y 
A=|-1 2 1 3 0 0 I|,y=|55 |, c=(4;2;0; -2; 5356). 
0=7=1 3-1135 y 


Remdamiesi 3.3.4 teorema, sudarykime matricos A stulpelių sistemas 
S (y!) „S y?) „S (»*) ir apskaičiuokime jų rangus: 

1 2. 4. 6 2 24 3 1. 4, 7 
s(y Jala (je lės )slyjaia 
"|s(>*))-3- „|s(>))-2: rfs(>*))-2- 
Taigi tik y! = (-11; 0; 3)! yra kraštutinis aibės Y taškas. 

Glaustai aptarkime standartinių uždavinių (tiesioginio ir dualiojo) leis- 
tinųjų aibių 
X =[xe R,: Ax2b, x20) ir Y=[ye Ru: Aly<c, y20) 
kraštutinius taškus. Apribojimų sistemą AxZb, x20, galima pakeisti ek- 


-AĄ 
vivalenčia matricine nelygybe Dx< d, kurioje D -| ją yra (m+n)xn 


kaka ag siskė -b 
matmenų matrica (čia E — vienetinė matrica), 0 d = L | yra erdvės R. 
0 


vektorius. Tada X =[xe R,: Dx<d). Aibę Y apibrėžiančią nelygybių 


sistemą AT y<Sc, y20 galima pakeisti matricine nelygybė H Ž y<h, 
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c 
kurioje H =(A, — E) yra mx(n+m) matmenų matrica, o 1-6) yra 
erdvės R,„„„vektorius. Tada 
Y=|ye R: HTysh). 


Šitaip pertvarkius apribojimų sistemas, aibių X ir Y kraštutiniams taškams 
apibūdinti galima taikyti 3.3.4 teoremą. 





3.4. Svarbiausios tiesinio programavimo teoremos 


Pradėkime nuo dualumo sąryšių, suformuluotų 2.9.1-2.9.5 teoremose. Jie 
visi galioja ir tiesinio programavimo uždaviniams, sudarantiems tam tikrą 
iškilojo programavimo uždavinių poaibį. Kita vertus, tiesinio programavimo 
uždaviniai turi savybių, kurių negalima apibendrinti visai iškilojo progra- 
mavimo uždavinių klasei. 

Kad būtų paprasčiau, visus teorinius teiginius formuluosime ir įro- 
dysime tik standartinių tiesinio programavimo uždavinių porai: 


tiesioginiam uždaviniui 





min((c, x): xe XI, X =[x€ R,: Ax2b, x20), (T) 
ir dualiajam uždaviniui 
max ((b, yi ye V), Y=[yeRp: ATy<o, y20). (D) 


3.4.1 teorema. Tiesioginis uždavinys (T) turi sprendinį tada ir tik tada, kai 
dualusis uždavinys (D) turi sprendinį. 
A Įrodymas. Būtinumas tiesiogiai išplaukia iš 2.9.1 teoremos. Pakan- 


kamumui įrodyti (D) uždavinį pakeiskime ekvivalenčių uždaviniu 
min((-b, »): ye YĮ, Y =[ye R: (-47 )y >, yž 0). 34.) 


Jam dualus yra toks uždavinys: 
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max ((-c, z): ze Z|, Z=|ze R,: (47) 2< 6, 220), 


t. y. uždavinys 


max((-c, 7): ze Z|, Z=[ze R,: Az26, 220). (3.4.2) 


Šis uždavinys yra ekvivalentus tiesioginiam uždaviniui (T). 

Tarę, kad (D) uždavinys turi sprendinį, darome išvadą, jog 
ekvivalentus jam (3.4.1) uždavinys turi sprendinį. Tada pagal 2.9.1 teoremą 
sprendinį turi ir jam dualus (3.4.2) uždavinys. Vadinasi, šiam ekvivalentus 
(T) uždavinys taip pat turi sprendinį. V 


3.4.2 teorema. (T) uždavinys turi sprendinį tada ir tik tada, kai abiejų už- 
davinių, tiesioginio ir dualiojo, sprendinių aibės yra netuščios, t. y. X + 9 
ir Y 0. 

A Įrodymas. Tarę, kad (T) uždavinys turi sprendinį, pagal 3.4.1 
teoremą darome išvadą, jog ir (D) turi sprendinį. Todėl būtinai ir X * 0 ,ir 
Yz0. 

Įrodysime atvirkštinį teiginį. Tegu X 0 ir Y + 2. Pagal (2.9.7) 
tada gauname sąlygą 


(b, y)<(c, x) su visais x€ X ir yeY, 
iš kurios išplaukia, kad (b, y)< inf (c, x), kai yeY. Pažymėję 
xeX 
M = inf (e, 2 turėsime nelygybę (b, y)<M „ galiojančią su visais 
xeX 


ye Y.. Aibė Y yra sistemos 


AT ys, 
y20 
sprendinių aibė, todėl galima sakyti, jog 
T 
< 
(b. y) < M „kai 22 (343) 
yz0. 
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Tegu 


2 (aj) 

E ( M -1 

čia E yra mXm matmenų vienetinė matrica, 0 yra erdvės R, nulinis vek- 
torius. Tada (3.4.3) sąlygą galima užrašyti taip: (d, 1) <0,kai Dr<0. 
Pagal Farkašo teoremą egzistuoja vektorius 4 Z 0, su kuriuo galioja lygybė 


d=D'u. Tegu u“ 20 ir d= Dlu". Atsižvelgę į matricos D blokinę 


struktūrą, sudarykime du vektorius: 


1 o o T 4 2 o o T 
u =|u; 0 Už) ir Uu = (Užas 093 iais) „Tada 


1 2 
2 ul LT A? “E | Au —u L 
u= 1 Du = = ž = ' 
a e OF (e, u ) M 


Iš čia gauname, jog Au!>b, u'>0 ir (6, i!) =M = ini (c, x). Taigi y! 
xE€ 
priklauso aibei X ir yra (T) uždavinio sprendinys. VY 
Susipažinkime su kitomis tiesinio programavimo uždavinio sprendinių 
aibės savybėmis. 
3.4.3 teorema. Jeigu x < X yra (T) uždavinio sprendinys ir 


k ; 4 k 
X s XGA, Xe X > 0 = us k, 1 5044) 
i=1 i=1 


Pk S : edaz šis sė 
tai taškai X, =L,..., K, taip pat yra (T) uždavinio sprendiniai. 


A Įrodymas. Tarkime, taškai x! „t=1,..., k , yra sunumeruoti taip, kad 


(e, x)s (e, !Įs 13 <(c, Žk (3.4.5) 


a;(e <= (e 2 Iš čia 


Tada (e, ele Žas je ša (e, "S 
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ir (3.4.5) išplaukia, jog (e, = (6 51 Todėl x! yra (T) uždavinio 


sprendinys. 


Tegu taškai x!, x2, ..., x/ (j< k) yra optimalūs, t. y. tenkina sąlygą 


U-ža (e x ze 2 G; =(6, vi-ža), 


todėl (e, r) 2 (e, xI Ei Sugretinę šią nelygybę su (3.4.5), gauname ly- 
gybę (e, x4 2 = (e, 2 „rodančią, kad „it yra (T) uždavinio sprendinys. 


Remdamiesi matematinės indukcijos principu, darome išvadą, jog su 


visais j=1,..., k galioja lygybė (e, x!)= (e, x). v 


3.4.4 teorema. Jeigu (T) uždavinio sprendinių aibė yra netuščia, tai jai prik- 
lauso bent vienas leistinosios aibės X kraštutinis taškas. 

A Įrodymas. Jeigu leistinoji aibė X yra aprėžta, tai pagal 3.3.2 teo- 
remą X =convE(X) (čia E(X) - aibės X kraštutinių taškų aibė). Tada 
pagal Karateodori teoremą (2.1.5 teorema) kiekvieną aibės X tašką galima 
užrašyti ne daugiau kaip n+1 aibės E( X) taškų iškiluoju dariniu. 

Tegu x" € X yra (T) uždavinio sprendinys ir 

k | S k 
+= 26, e EX), 4 0 = ių Ks 3 


1 1 
į=l i= 
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Aišku, kad bent vienas koeficientas G; yra teigiamas skaičius. Sa- 
kykime, 4, >0, ..., 0; >0, I<k . Pagal 3.4.3 teoremą kraštutiniai taškai 
x!, 10 x! yra optimalūs. 

Toliau nagrinėkime atvejį, kai leistinoji aibė X yra neaprėžta erdvės 


R, aibė. Pasirinkime bet kurį (T) uždavinio sprendinį x“ ir „nukirskime“ 


n 
aibės X dalį tokia hiperplokštuma H = le R,: XYx= i) 1>0, kad 
i=1 


n 
optimalusis taškas x“ pasiliktų puserdvyje H“ = lie R, XS il „Be 
i=1 


n 
to, imkime tik tokį skaičių 14, kad galiotų nelygybė > x; <. Tada 
i=1 
*eX=XNH "ir *EH. 
Aibė X = X NH" yra iškilasis kompaktas. Pagal įrodytąją teoremos 
dalį egzistuoja toks taškų x E E(X) „1=1,..., I „rinkinys, kad 


1 ) 1 
= Na, >0,i=1,1, Na =1. (3.4.6) 
į=1 i=1 


Visi kraštutiniai taškai x, i=1,...,1, (pagal 3.4.3 teoremą) yra (T) 
uždavinio sprendiniai. Turėtume atkreipti dėmesį, kad dalis taškų 
xe E(X), i=1,..,1, gali nepriklausyti aibei E(X). Šie taškai turėtų 


būti sankirtoje X MH . Tarę, kad visi (3.4.6) iškilojo darinio taškai "2 


i=1,..., 1, priklauso hiperplokštumai H, gautume, jog x“ € H „nes tada 


Vadinasi, bent vienas iškilojo darinio (3.4.6) taškas x! e E(X), Sis d 


yra aibės X kraštutinis taškas. VY 
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3.5. Simplekso metodas 


Nagrinėsime tiesinio programavimo kanoninį uždavinį 


min((c, x): xe X|, X =[xe R,: Ax=b, x20), (35:1) 


kai A= (aj) yra mxXn matmenų matrica, m<n, r(A)=m. Atkreipkime 
dėmesį, kad sąlyga m<n visai nereiškia, jog esama kokių nors problemų, 
kai m=n, — šis atvejis tiesiog neįdomus, nes aibė X arba tuščia, arba yra 


vienelementė. 


3.51. METODO SCHEMA. Simplekso metodo esmę sudaro nuoseklus 
aibės X kraštutinių taškų optimalumo tikrinimas. Kai tiriamasis taškas neop- 
timalus, kuria nors briaunainio X (leistinosios aibės) briauna pereinama į 
gretimą kraštutinį tašką, kuriame tikslo funkcijos reikšmė yra mažesnė. 
Aibę X apibrėžiančių tiesinių lygčių ir nelygybių skaičius yra baigtinis, 
todėl leistinoji aibė turi baigtinį kraštutinių taškų skaičių. Taigi simplekso 
algoritmas yra baigtinis. 

Tegu x" € X yra pradinis kraštutinis taškas, s € R,, s *0, yra 
leistinoji taške x“ tikslo funkcijos (c, x) mažėjimo kryptis, atitinkanti 
kurią nors aibės X briauną. Tada (tarus, kad ta briauna nėra spindulys) 
galima pasirinkti žingsnį 4, > O taip, kad taškas x! = x" +4,s* būtų aibės X 
kraštutinis taškas. Kai x! nėra (3.5.1) uždavinio sprendinys, pereinama į 
kitą  kraštutinį tašką x = x! + As! kuriame galioja nelygybė 
6 > < = x!) (kai kuriais atvejais — nelygybė (e, *) < (e, 2 čia 


leistinoji kryptis s! turi atitikti aibės X briauną. Procesas tęsiamas tol, kol 
randamas optimalusis taškas ((3.5.1) uždavinio sprendinys) arba 
įsitikinama, jog (3.5.1) uždavinys sprendinių neturi. 
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3.5.2 KRAŠTUTINIO TAŠKO OPTIMALUMO KRITERIJUS. Tarki- 


me, kad x € X yra kraštutinis taškas, B+) — jo bazė. Indeksų aibę 


J =[1;2; ...; nį suskaidykime į dvi aibes: 


ji =[je J: ale B(x“)) ir Jp = J p. 


Aibę Jp pavadinkime bazinių indeksų aibe, o Jp —- nebazinių indeksų 


aibe. Dar sudarykime nebazinių matricos A=(d!, a“ S a") stulpelių 


aibę D(x): 


Matricą A suskaidykime į dvi matricas — B ir D. Matricą B sudaro bazės 
B(x) stulpeliai, o matricą D - aibės D(x“) stulpeliai. Matricą B va- 
dinsime kraštutinio taško x“ bazės matrica. Kiekvieną erdvės R, vektorių 


(c, X, s, ...) prireikus taip pat skaidysime į du vektorius pagal tą pačią 
schemą kaip ir matricą A. Pavyzdžiui, vektorių cg sudarys vektoriaus c 


komponentės c;, /€ Jp, o vektorių cp - komponentės c j je Jp. Kraš- 
tutinį tašką — vektorių x“ € R, — pagal tą pačią schemą apibūdina du vek- 
toriai: xp € R, ir xp € R, „. Atkreipkime dėmesį, kad xp 20, xp =0. 
Kai kraštutinis taškas yra neišsigimęs, xp > O. 

Kad būtų paprasčiau, dalį teorinių rezultatų formuluosime atveju, kai 


kraštutinio taško x“ bazę sudaro pirmieji matricos A stulpeliai 


al. "a a. Tada B=(4', d“ Ki a"), Ds|a"*!, ia a"), 
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i a 
> Cm+1 0 Xm+1 
2 2 . 
Cp= + BS a „ A=(B, D), 
Cn X, 
m Xm 


Cc x 
Cc -| 2 | x= Ž | „ Naudojant šiuos žymėjimus yra lengviau suvokti, kad 
€nD Xn 


Ax = Bxp + Dxp, (e, *)= (cp, Xp)+ (ep. Xp), 


nors tos lygybės galioja bet kuriuo atveju. 


3.5.1 teorema (optimalumo kriterijus). Neišsigimęs kraštutinis taškas 


x € X yra (3.5.1) uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai 
-] T 
Cp -(B D) 5 ž0: (3.5.2) 


Šio teiginio teisingumas grindžiamas bendruoju iškilojo optimizavimo 
uždavinio leistinosios aibės taško optimalumo kriterijumi, kuris suformu- 
luotas 2.5.4a teoremoje. Pagal jį kraštutinis taškas x“ € X yra (3.5.1) už- 


davinio sprendinys tada ir tik tada, kai galioja tokia sąly ga: 
> s) > 0 su visomis leistinosiomis taške X“ kryptimis 5. (3.5.3) 


Tolesnei čia suformuluoto kriterijaus analizei yra būtinos išsamesnės 
žinios apie leistinąsias kryptis aibės X =(x€ R,: Ax=b, x20| kraštu- 


tiniuose taškuose. Taigi prie 3.5.1 teoremos įrodymo grįšime vėliau. 


3.52 teorema. Nenulinis vektorius se R, yra leistinoji kryptis aibės 
X =(xe R,: Ax=b, x20| neišsigimusiame kraštutiniame taške x“ tada 
ir tik tada, kai 


sp =-B "Dsp, sp 20. (3.54) 
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A Įrodymas. Pagal leistinosios krypties apibrėžimą nenulinis vek- 
torius s€ R, turi tenkinti sąlygas 


A(* + As) =b ir x +4s20 

su visais 1e|[0; 4,|, kai 4, yra kuris nors teigiamas skaičius. Kadangi 
Xp =0, tai iš antrosios sąlygos išplaukia, jog būtinai 1sp 20 su visais 
Ae|[0; A,|. Taip gali būti tik tada, kai sp 20. Iš pirmosios sąlygos 
išplaukia, jog būtinai AAs=0 su visais AE [0; 4,|, nes Ax“ =b. Taigi 
As=0.Bet As = Bsp + Dsp, todėl Bsp =-Dsp ir sp = B IDsp i 

Tegu nenulinis vektorius s€ R, tenkina (3.5.4) sąlygas. Tada As =0, 
todėl A(x + As) = Ax" =b su visais 120. Beto, x +A5p = Asp 20 su 
visais 420. 

Kadangi x5 >0, tai Xp +4s5 Z0, kai 0<4< 4; čia A, yra kuris 
nors teigiamas skaičius. Apribojimų skaičiui 4 negautume tik tuo atveju, 
kai sp <0. 

Taigi vektorius se R, (s * 0), tenkinantis (3.5.4) sąlygas, yra leisti- 


noji kryptis neišsigimusiame kraštutiniame aibės X taške x. V 


A 3.5.1 teoremos įrodymas. Tęskime mintį, pradėtą optimalumo kri- 
terijaus (3.5.3) formule. Remiantis 3.5.2 teorema, neišsigimusio kraštutinio 
taško x“ optimalumo kriterijų (3.5.3) galima labiau sukonkretinti ir pakeisti 


tokia formule: 
16 s) z0,kai sp = -B Ds „sp Z0. 
Pertvarkykime ir ją: 


(e, s)= (cp, s5)+ (ep, sp)= (ep. sp)+ (ep. -BDsp)= 


aro luslo a 
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Taigi neišsigimęs kraštutinis taškas x < X yra optimalus tada ir tik tada, kai 


T 
(ep (BD) Cp: sp) 20 su visais sp Z0. (3.5.5) 
X k e 5 = T TA ŠU 
Si formulė galioja tik tada, kai cp -(B D) Cp Z0. Tai įrodoma prieš- 
ž ži T 2 Žo a 
taros metodu. Tarę, kad vektoriaus cp -(B D) cp kuri nors koordinatė , 


T 
sakykime, Lp -(B“!D) e) „yra neigiama, galėtume pasirinkti vek- 
Ja 


torių sp Z0, turintį tokias koordinates s i 


„  |A, kaijs= j.; 
S; = 
J (0, kaijž j.; A> 0. 
j E aa ži 
Tada gautume, jog cp-(B D) CB: Sp )= cp-(B D) cp| -A<0. 
J 


o 


Ši nelygybė prieštarautų  (3.5.5) sąlygai, todėl prielaidą, jog 
T 
Cn (B!) Cp Z0, reikia atmesti. 


T 

Dar pridurkime, kad iš nelygybės cp-(B""D) cp Z0 išplaukia 
(3.5.5) sąlyga. Vadinasi, neišsigimusio kraštutinio taško x“ optimalumo 
kriterijų galima išreikšti (3.5.2) nelygybė. V 

Kad būtų patogiau, pažymėkime 

un . In 

Ap =cp-|(B D) CB 1f žp =(B D) CB. 
Tada Ap =cp-zp. Vektorių Ap ir zp koordinates žymėkime atitin- 
kamai A; ir z;, JE Jp. 


Sandauga B D yra matrica, kurios stulpeliai yra vektoriai 
A/=B"la/, je Jp. Šiais vektoriais galima užrašyti vektoriaus zp 


koordinates z i 
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žįr 


(aš, 65); je Jn. 
Kraštutinio taško x“ optimalumui tikrinti reikia: 


1) sudaryti bazę B+) ir bazės matricą B; 


2) rasti atvirkštinę matricą B : 
3) apskaičiuoti: 


Jei visi skaičiai A;, je Jp, yra teigiami arba lygūs nuliui, tai kraštutinis 


taškas x € X yra (3.5.1) uždavinio sprendinys. 


Skaičiavimams atlikti tikrinant kraštutinio taško optimalumą galima 


naudotis vadinamąja simplekso lentele (žr. 3.1 lentelę). 



































3.1 lentelė 

CD Cn4l |) Cj |) Cn 
B CB XB Ą+l "—— Ą/ "— Ą" 
a Cį X Cim+1 Ž4 Nj 22 Čin 
a' Cį X; Cim+1 2 Ei 1 Čin 
V iš Cm Xn Cum+1 (A Cmj k Lrnn 

ŽD Žm+l ži Žn 

Ap Am+1 a Aj Sek Ap 
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m 3.5.1 pavyzdys. Pasirinkime tiesinio programavimo uždavinio 
min (x; - 24 + 3X3 —X4 — 245 ) > kai 
2x -3X2 + XM- 4- 5 =5, 
xX-445+ X +X5 =6, 
e 4 , (35.7) 
Ix +2x +343 —6x4 —3X5 = 12, 
X; 20, j=1,....,5, 
kraštutinį tašką ir patikrinkime jo optimalumą. 
Sprendimas. Leistinosios aibės X taškas x“ = (1; 0; 4; 0; 1 yra 


kraštutinis (žr. 3.3.1 pavyzdį). Jo bazės matrica yra 


2 1-1 
B=(a!,a3, a? =|1 1 1 
3 3-3 
Apskaičiuojame B“! ir vektorius A/ = B"la/, je Jp =[2; 4): 
(402 SA 1 
BEs -6 3 3|,A7=| 2 |, A*=|-2|. 


0 3 -1 = 1 


Kitus skaičiavimus patogu atlikti užpildžius simplekso lentelę (žr. 3.2 lentelę). 


Iš jos matyti, kad pasirinktasis aibės X kraštutinis taškas x“ nėra optimalus. 


























3.2 lentelė 

CD -2 -1 
B CB Xb ĄZ Ą? 
d | 1 1 si 1 
Ši 3 4 2 Žž 
Ža 1 -/ 1 

ŽD 7 -7 

Ap -9 6 
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3.5.3. ITERACIJA. Tęskime (3.5.1) uždavinio sprendimą, tarę, kad 
kraštutinis taškas x" € X nėra optimalus. Dar kartą priminsime, jog iš pra- 
džių nagrinėsime atvejį, kai x € X yra neišsigimęs kraštutinis taškas, t. y. 


tenkina sąlygą xp > O. 


3.5.1 apibrėžimas. Leistinąją kryptį s< R, kraštutiniame taške x € X 
(x5 > 0) vadinsime bazine kryptimi, jeigu sp =“, k=1 2, n=m (čia e“ 
yra erdvės R, „ koordinatinis vektorius). 

Tegu B =(a!, A a" ir Sp =e“ Tada 


SB =—B"!DeF =-B 7 (a"*!, 545 g. Js "a = 





=-(B7la""", B a B“ "ek = 
=-(4""*!, AT Arne ATK Si 


Taigi šiuo atveju bazinių leistinųjų krypčių formulės yra tokios: 


—Ątk 
s= „k=l,..,n-m. (3.5.8) 
„k 
Nesunku įsitikinti, kad bendruoju atveju bazinių krypčių s koordinatės 
išreiškiamos panašiomis formulėmis. Tarkime, kad B= (ai, aa adm s 
D= (až S adm uses alien „S p= <B „k=l,..,.n-m.Tada 


SB = —B lDaJmu = — ĄJmk r 


Bazines kryptis lengva užrašyti pagal simplekso lentelę. Pavyzdžiui, 
(3.5.7) uždavinio (žr. 3.5.1 pvz.) leistinosios aibės X kraštutiniame taške 


x =(1; 0; 4; 0; 1) yra dvi bazinės leistinosios kryptys: 


T 
sl (E 1; —-2; O; 2 ir $2 =(-1; 0; 2; 1; ži), 
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Bet kurią leistinąją kryptį s (kraštutiniame taške x € X ) gali- 
ma užrašyti bazinių krypčių neneigiamu dariniu, kurio koeficientai 
5 L ių T 
yra vektoriaus sp koordinatės. Tegu sp = (Gi np) 20, 

m 


k=1..,n-m.Tada sp =0el+ +, „€V" ir 


SB =—B"!Dsp =-B"Dloje!+ M d") 


n-mM 


= (BD)+ T A (B1D)dT" = G (A + BO (- Ale |. 
Ki = Ž da B A T 
ai jy=l, I=1,..., n, leistinąją kryptį s= p= 85 5 t) Ž05 
sD 


galima užrašyti taip: 


A ij O AmM+k 
+= |) sa (3.5.9) 
D k=l J 


Atkreipkime dėmesį, kad dvimačiu ir trimačiu atveju bazinės kryptys 
atitinka briaunainio X briaunas, išeinančias iš jo viršūnės x“. 
3.5.3 teorema. Leistinoji bazinė kryptis s: sp=-A/k, sp= ek 


(k=1,..., n—m), kraštutiniame taške x € X yra: 
1) tikslo funkcijos mažėjimo kryptis, kai A ja 


<0; 
2) tikslo funkcijos pastovumo kryptis, kai A = 0; 


3) tikslo funkcijos didėjimo kryptis, kai A S 0. 


A Įrodymas. Tarkime, kad s yra bazinė leistinoji taške x 6 X 
kryptis, 4>0, x(4)=x" + As. Tada 


(e, *(4))= (< 2 +As)= (e x A((en: sp)+ (p. sp))= (e "4 
+A|-(ep. Ądmak )+(ep. e) = (e, ia Ei. ) = 


Ž (e, x) A | (3.5.10) 


Jm+k 
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Iš čia ir gauname, jog tikslo funkcijos reikšmių kitimo pobūdis 
kryptimi s priklauso nuo A; : ženklo: 


1) (e, x(A))< (e, ) su visais 1>0, kai Aj | 


2) (e, »(A))= (e, x) su visais 1>0, kai Ap, =0; 


3) (c, x(A)) >(e, x) su visais 4 > 0, kai As 204 T 


3.5.4 teorema. Jeigu kraštutiniame taške x" € X galioja sąlygos 
A;<0 ir A! = B"7a/ <0 su kuriuo nors je Jp, (3.5.11) 


tai tikslo funkcija (6, x) yra neaprėžta iš apačios aibėje X. 
Sąlygą (3.5.11) toliau vadinsime tikslo funkcijos (6, x) neaprėžtumo 
iš apačios aibėje X požymiu. 


A Teoremos įrodymas. Tegu Jn = Uni niko nomo 





Aj „<Oir A; „<0. Nagrinėdami tikslo funkcijos (c, x) reikšmių 
kitimą bazine leistinąja kryptimi s: sp = — Ą na „SD“ E gausime (žr. 
(3.5.10)), jog (e, * + As) < (e, x) su visais 4> 0. Nesunku įsitikinti, jog 
x +Ase X suvisais 420,-to ir pakaks teoremai įrodyti: 

I) 15 + Asp = x5 +A(-Alm )2 45 >0, kai 120; 

2) Xp +45p = Ae* >0,kai 420; 

3) A(X +As)=b+4A5=b+4(Bsp +DsSp )= 


=b+4|-B-B laden + De |=b+4[-a/r + an J-b. kai 120. 


Taigi x +4s€ X suvisais 420 ir lim (e, X +) =—. V 
4>+0 
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Jeigu tikrinant kraštutinio taško x“ € X optimalumą pastebimas tikslo 
funkcijos (c, x) neaprėžtumo iš apačios (aibėje X) požymis (3.5.11), už- 
davinio sprendimas baigiamas akivaizdžia išvada — (3.5.1) uždavinys spren- 
dinių (optimalių taškų) neturi. 

Sprendžiant konkrečius uždavinius tikslo funkcijos neaprėžtumo iš 
apačios požymį lengva pastebėti simplekso lentelėje. 


m 3.5.2 pavyzdys. Pasirinkime tiesinio programavimo kanoninį uždavinį: 
min (4 + XM- 243 + 3x4 EE 2X5 ) 5 kai 


m + 3X2 a) =1, 
SX —- 343 + 2X5 = 6, 
Xp + 3X4 = 6, 


20 us 


Leistinosios aibės taškas (neneigiamas lygčių sistemos sprendinys) 
+ =(1;00 2 2li yra kraštutinis, nes T(x) = al, a“, a) yra tiesiškai 


nepriklausoma trimačių vektorių sistema. Sio taško bazės matrica yra 


Tikrindami x“ optimalumą, randame atvirkštinę matricą 


1 0 0 
B!=0 0 K 
0: I 40 

3 -1 

ir apskaičiuojame vektorius AŽ=B"l4? = VA 5 A3=B"la3=| 0 


4 E 
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Užpildome 3.3 lentelę ir matome, kad A+ <0 ir A? <0. Tai tikslo 
funkcijos neaprėžtumo iš apačios leistinojoje aibėje požymis. Taigi 


uždavinio sprendinių (optimalių taškų) aibė yra tuščia. 






































3.3 lentelė 
CD 1 -2 
B CB XB Ą2 A3 
a! 4 1 3 i 
a“ 3 Ž a 0 
5 5 -3 
a =) 3 2 A 
Zn 8 = 
Ap —7/ -1 








Tęsdami analizę, patyrinėkime abi leistinosios aibės X briaunas, kurios 


prasideda kraštutiniame taške x“=(1; 0; O; 2; 3). Jas nusako bazinės 


leistinosios kryptys 


T T 
s =|-3; 1; 0; = z ir s“=| 1; 0; 1; O; ) 
3 2 2 


(šias kryptis visai lengva užrašyti pagal 3.3 lentelę — vektorių s“ pagal stul- 


pelį A? , o vektorių s“ pagal stulpelį A?). Briaunas pažymėkime I(4, s) 
ir I(, šo Briauną i|š, s') sudaro aibės X taškai x=x +45, A20, 


t. y. taškai x€ R5, tenkinantys sąlygas Ax=b ir x20. Pirmoji sąlyga 


galioja su visais A€ R, o kad galiotų antroji (x20), parametras 4 turi 


tenkinti šias nelygybės: 1-3420, 1420, 2-Ž20, 2-0, nes 
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T 
X +As=|1-34, A; O; 2-Ž, ;-2) „ Gauname Os 45 £.Tasi 


[1 ad Ass 2-2, 2) oz45!) 


o 7 1 
Tai erdvės R5 taškus x“ = (1; 0; 0; 2; 3) ir X "-|0 E. : 0; 2 | 
jungianti atkarpa |»: Ab Čia atkreipkime dėmesį, kad taškas x! taip pat 


yra leistinosios aibės X kraštutinis taškas. 


Antroji briauna — aibė I(a, s)= ina 0; A; 2; 22) Az0) 


yra spindulys. 


3.5.5 teorema (iteracija). Tarkime, kad x" € X yra neišsigimęs kraštutinis 


taškas, kuriame galioja sąlygos Al =B"lg! "4 0 ir A; <O su kuriuo nors 


je Ip = Lim, > j, |. Tada taškas 4! = +45", 


“isp =-A!,sp=el, (3.5.12) 
4,= min ŽE, j= jakų, (35.13) 
i: a;>0 Gij 


yra leistinosios aibės X kraštutinis taškas, o tikslo funkcijos reikšmė 
mažesnė negu taške x“, t. y. (e, «ele, Ž čia Oj, IE Jp, yra 
vektoriaus Ą! koordinatės. 

A Įrodymas. Pagal 3.5.2 teoremą vektorius s“: sp =-Ą! 5 


sp = e kz, n-m, yra leistinoji kraštutiniame taške x“ € X 


116 A. Apbynis. OPTIMIZAVIMO METODAI 





kryptis. Be to, pagal 3.5.3 teoremą, ta kryptimi briaunos I(x, s)= 
=[x+4s: AZ0, X +A5'€ x) taškuose tikslo funkcijos (e, x) reikšmės 
mažėja, todėl (e, x!) < (e, x). 

Dar reikia įrodyti, kad x! priklauso aibei X ir yra jos kraštutinis taškas. 
Imkime taškus x(4)=x“ +As" ir nustatykime, su kuriomis parametro 
A20 reikšmėmis jie priklauso aibei X, t. y. tenkina sąlygas Ax(4)=b ir 
x(4)Z0. 

Aišku, kad Ax(4)=b su visais 420,nes Ax“ =b ir As“ =0. 

Nelygybę x(4)20 išskaidykime į dvi: xp(4)20 ir xp(A)Z0. 
Antroji nelygybė galioja su visais 420, nes xp(4)= Asp = Ac“. Pirmo- 


sios nelygybės analizė sudėtingesnė. Pagal apibrėžimą 


Xp (4)= X 1 si, —4A!, todėl jo koordinates galima užrašyti formu- 


lėmis x; (4) = x; -40;;, IE Jp . Aišku, kad x; (4) > 0 su visais 420, kai 
C; 0. Su G; >0 turi galioti nelygybės AS 42 „ Mažiausiąją trupmeną 
Gi 


ij 
pažymėkime A, : 


Čia pastebėkime, kad yra bent vienas i€ Jg , su kuriuo a; > 0, nes A X 0. 
Dabar jau galima padaryti išvadą, kad taškas x! = x" +4,s* priklauso aibei 


X, kai s ir A, apibrėžiami (3.5.12) ir (3.5.13) formulėmis. 


G o o 





Žž Xi 
. LŽ 2 Ž . I 
Tegu min —=——, i,€ Jp, 4; ; >0. Tada A, =——>0 ir taško 
i: j>0 jj Oi “ i 


x! = x(4,) koordinatės yra tokios: 
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x; -4,Ojj, kai ie Jp Mi), 


ka 0, kai i= į; 

0, kai ie Jp Ų jį. 

4,, kai i = j. 
Aibei T(+!) tikrai priklauso matricos A stulpelis a! „nes A, > 0. Jai gali 
priklausyti ir visi aibės B(x)Ma“) vektoriai, bet joks kitas matricos A 
stulpelis aibei T(x!) nepriklauso. Todėl įrodžius, kad matricos A stulpelių 
sistema B (+)=(5(+)4a'|Jolai | yra tiesiškai nepriklausoma, būtų 


galima teigti, kad x! yra aibės X kraštutinis taškas, o B(+) — jo bazė. 


Tarkime, kad B(x!) yra tiesiškai priklausoma matricos A stulpelių 
sistema. Tai reiškia, kad yra tokie skaičiai 4;, ie Jg Vi,| arba i= j, tarp 
kurių bent vienas nelygus nuliui, su kuriais galioja lygybė 


i +1ja) =0. (3.5.14) 
KE/pM 


Aišku, kad 1; 0, nes priešingu atveju gautume, jog B(+) yra 
tiesiškai priklausoma sistema. Įrašykime į (3.5.14) vektoriaus a? išraišką 


bazės B(x) vektoriais: 


" į 
a/= V. ja, 
ieJp 


ir gausime lygybę 


X (M+ Ujaj jai + uo ja =0, 
ieJ „Mi 
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kurioje koeficientas /;4; ; nelygus nuliui (4; *0 ir 4; ; > 0 ). Tačiau taip 
negali būti, kai x“ yra aibės X kraštutinis taškas. Todėl prielaidą, kad 


Bl!) yra tiesiškai priklausoma matricos A stulpelių sistema, turime 


atmesti. 
Pastaba. Pažymėjus 4; = ie, iteracijos žingsnį 4, galima 
ij 

užrašyti formule A, = min 4; . Sprendžiant uždavinius simplekso lentelė 

i: 0,>0 
papildoma vienu stulpeliu, kuriame surašomi skaičiai 4;, atitinkantys tei- 
giamąsias vektoriaus A! koordinates (kiti stulpelio langeliai paliekami tušti). 
Kai yra keli indeksai je Jp, su kuriais A; <O, iteracijai atlikti ga- 
lima pasirinkti bet kurį — svarbu, kad galiotų sąlyga A! "4 0, nes šiuo atveju 
aibės X briauna, prasidedanti taške x“, yra spindulys. Pasirinktąjį indeksą j 
pažymėkime j,, o simplekso lentelės stulpelį A/S išskirkime (apibraukime, 
nuspalvinkime ar kt.). Šis stulpelis vadinamas pagrindiniu stulpeliu (3.4 
lentelėje jis pažymėtas rodykle A į). Simplekso lentelės eilutė, atitinkanti 
skaičių 4, = min 4;, 4; = 2, g; > O, vadinama pagrindine eilute. Ji taip 

ij, 
pat išskiriama (3.4 lentelėje pagrindinė eilutė pažymėta rodykle „+—; “). 
Kai yra keli indeksai, su kuriais A; = A, , iteracijai atlikti tinka bet kuris iš 


jų. Pagrindinio stulpelio ir pagrindinės eilutės bendrasis elementas G; į yra 


vadinamas pagrindiniu elementu (3.4 lentelėje jis yra apibrauktas). 


1]9 
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3.4 lentelė 
CD | Cna EU Sd Cn 
B.|cp|Xp| AT || Ak | Ad | Ąbtl || AP A 
a | 4 | | mai || Ai | Ai, | al |] in 
asa [X 1 | Lima ij | li,-1j4 Či, j,+]| | gr. 
| i -1n 
i o > MS 
a“ | Ci | Xi | Čiamal || Či j.l Čija || Čin į. 
ite. o a. a. 4 a. I: ) 
a i+1| X 41| "i, +1m+1 i +1j,-1| Zi, +1j] Zi, +1j,+ a. 
8 "= | i, +ln 
a" | Cn | Xn | Zmm+l Emi 1 | mi, | mj,+1 | 
ZD | Žm+l j,-1 ži | 4 Zn 
A54| A551.44|Ažži |A | Ai |] AG 
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m 3.5.3 pavyzdys. Išspręskime kanoninį tiesinio programavimo uždavinį 


min (9x5 + X —5x3 + 2X4 — 7X5 — 346 +17x3 ) 5 kai 


E + X +54x5 + 46 - 243 =10, 
4xį + M- M 45 + 3X3 Ž 12, 
Ix + 243 + Xp — 3X5 = M 9, 


žr ž0 Ls 


Sprendimas. Pradėkime tikrindami kraštutinio taško 


T 


x =(0; 12; 0; 9; 0; 10; 0) optimalumą. Šio taško bazės matrica yra 


0 0 1 
B=|a“, "2 a*)= 1 0 0|. 
0 1 0 


Apskaičiuojame atvirkštinę matricą B! ir nebazinių stulpelių ar. a“. 82; 


a" koordinates bazėje B(+) Ž |a?; a*; as) : 


0: 1-0 4 £ | 2 3 
B"!=|60 0 1|, A!=|3|, 43=[ 2 |, 43=|-3|, A7=|-1 
10 0 1 5 =2 


Rezultatus surašome į simplekso lentelę (žr. 3.5 lentelę) ir apskaičiuojame 
vektorius zp ir Ap. Matome, kad pradinis kraštutinis taškas nėra 


optimalus, nes A; < 0. Kadangi A2 "4 0, tai atliekame iteraciją bazine kryp- 
timi 5“ =(0; 1; 1; —2; 0; —1; 0. Iteracijos žingsnį 4, -4 apskai- 


čiuojame pagal stulpelį 1. 
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3.5 lentelė 
€p 9 US a. 17 
B CB X5 A! A? A? 4“ A 
a2 1 12 4 = | į 3 
4 | 2 9 310, | E 
a? | 10 1 1 5 -2 10 
ZD 7 0 E 7 
Ap 2 5 15 10 
T 


Naujasis kraštutinis taškas x! = x" + 4,5" yra toks: 


T 
x! -|0; 22 o : 0; 0; L 20) „Jo bazės B(x)=[a"; aš; a6) matrica yra 


2 2 

0 1 1 
B=|1 -1 0,. 

0 2 0 


Tikrindami optimalumą, atliekame analogiškus skaičiavimus ir gauname: 
11 l 
2 1 2 2 
0 1|, A=| 34 |, A*=| 4 |, 
0-1 1 1 
2 2 
-5 2 
2 7 
5 |-3 7 |-1 
= 34|, A7=|-4| 
13 -3 
> 2 
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Iš simplekso lentelės (žr. 3.6 lentelę) matyti, kad kraštutinis taškas 


T 
[0 Ž, ž. 0; 0; 2 20) yra optimalus. 


3.6 lentelė 








D) 9 2 











Ą2 
a? 1 
a“ -5 
d? -3 
































3.5.4. REKURENČIOSIOS ALGORITMO FORMULĖS. Iš 3.5.5 teo- 


remos išplaukia, kad naujojo kraštutinio taško x! bazė B (+!) skiriasi nuo 
pradinio kraštutinio taško x“ bazės B(x) tik vienu vektoriumi — bazinis 


vektorius a“ (atitinkantis žingsnį A, = Ap. = min A;) keičiamas vektoriu- 


£ >0 


mi a* (atitinkančiu kryptį s“ ). Dėl šios priežasties taško x! optimalumo 
tikrinimą galima supaprastinti taikant tam tikras rekurenčiąsias formules, 
kurios sieja vektorių a), j=L, ...,n, koordinates bazėje B|x!) su jų 
koordinatėmis bazėje B(x) . 

Tegu B+) =|d!; A a"), 


—Ąviik, 
s = i „Jj. =m+k,, 


e 
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A T k X: jį 
ĄJe = (aj; Las ) „A. = min = 
2 k 1: Gij „20 Cij, Gi j 


Tada B|+)=|d'; all ads gitli 2 
Vektorių al, j=L, ...,n, koordinates bazėje B|x!) pažymėkime 
Bi. iedl; i, —1 js i; o; m) ir patyrinėkime ryšį tarp Bi it di 


Pasirinkime bet kurį matricos A stulpelį a*. Jo išraiška bazėje B (+ 8 yra 
a = Naja", (3.5.15) 


o bazėje B|x!) - tokia: a/ = X, 5ja' + 8; ja". Vektorių a* šioje for- 
į=1 
izi, 


m 
mulėje pakeiskime jo išraiška a/ = Day a (bazėje B|x "Dir gausime 
i=1 


m 
j i i 
aš = (B + 0, B yjd +0,j,B,,ja 
i=l 
iži, 
Šią išraišką sugretinkime su (3.5.15) išraiška ir sudarykime lygčių sistemą 
vektoriaus a! koordinatėms 6; skaičiuoti: 


eia laka g S 


Gj Bi j = B 


Gausime tokias formules: 


LJ Cij Oi į Ža Ž 3 
D = M — — y LA i L L Dy 
J.J J J 
Si Sri 
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Šios formulės sieja visų matricos A stulpelių (apskritai, bet kurių 


erdvės IR,, vektorių) koordinates bazėse B(x) ir B(1!) „ Pagvildenkime 


(3.5.16) formulę, kai j= i, . Šiuo atveju 


I, kai i=i,, 





s 10, kaiizi, 
todėl 
1 1 Gij. as i P 
Bi 2 Bi r m i=1, i -l, L o, m. (3.5.17) 
i, J. i, J, 


Taikant rekurenčiąsias formules ((3.5.16) ir (3.5.17)) nesunku užpildyti 
simplekso lentelę (žr. 3.7 lentelę) kraštutinio taško x! = x" + 4,s“ optimalu- 
mui patikrinti, — nereikia skaičiuoti bazės B|x!) matricos atvirkštinės mat- 
ricos. Atkreipkime dėmesį į bazinių vektorių al, 
i=1, ili tl, m ir vektorių A!, 
j=mM+l, ...,j,-L i, j, +1, nn, pozicijas 3.7 lentelėje. Taip išdėsčius 
lentelės eilutes ir stulpelius, lengviau ją užpildyti pagal 3.4 lentelės pildymo 
rezultatus. 

Pažymėkime: 

r- pagrindinį (3.4 lentelės) elementą 4; jo 

g - bet kurį kitą pagrindinio stulpelio skaičių G; p lžk, 

t - bet kurį kitą pagrindinės eilutės skaičių Gj JT Jos 

p - bet kurį kitos eilutės ir kito stulpelio skaičių 04;, i Zi,, j* J.. 
Tada atitinkamų (esančių tose pačiose pozicijose) 3.7 lentelės skaičių r“, 
g „t ir p. skaičiavimo formulės yra 


Ka "E p 
r r r 


, L 
Į 
r 
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Tokia išvada išplaukia iš (3.5.16) ir (3.5.17) formulių. 
3.7 lentelė 
“D | Cm €j,-1 5 €j, Cn 
1 + i, 2 i, 4 
B CB |Xp AV Ądo Ąl Ąh Ą" 
a! C x! Šimai Bii,-1 Bi, Bi Bin 
; 1 
aTa A Baimė A 1j,-1 Br li, 5 1j,+1 iais 
; 1 
ad Ci, |Xj | Bjamai Bija | Biai. | Bija Bin 
; 1 
as*1| Ci | B. aimai Šai iki Aa Dadis 
a" Čm x Liuda Bai 1 Da ais + Din 
1 1 1 1 1 1 
Zb | Zmal 2 Ž E Zn 
1 1 1 1 1 1 
Ap | Amai Še ĖS Sai An 























Remiantis (3.5.16) formule lengvai gaunama formulė kraštutinio taško 


1 


rasti pagal taško x bazines koordinates: 





"mi 
Xi = 
X: O:: 
o LU. dė i . 
X; — Ž „kaii=l, i -l al, ... 
Oa. 


x =x +4,5 bazinėms koordinatėms x! i=1, i —L jo, it, m, 


(3.5.18) 
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Nesunku įsitikinti, kad vektoriaus AB koordinates Al, j=mM+l..., 


j.-L i, J, 11 o. n,taip pat galima apskaičiuoti pagal rekurenčiąsias 





formules: 
< kai is 

1 Gp 

Ai = (3.5.19) 
Aja ss 2 4 
5 —,ka j=m+1, ..., j,—L, J, +1, Nn. 
A 

: IŠ akis . als i L (d 1 1 d 1 

Taikant jas būtų galima net praleisti eilutę Zp=|Zh415 > Za Yo ja ži 


3.7 lentelėje. Vis dėlto šią eilutę yra tikslinga palikti simplekso lentelėje. 


Tada galima patikrinti, ar nėra skaičiavimo klaidų, taikant dvejopą eilutės 
1 


Ap skaičiavimą — pagal formulę Al =cj- 2, j=m+l,..., j,- L 


J 
i, J, +1, ..., n, ir pagal (3.5.19) formules. 


3.5.5 ALGORITMO TAIKYMAS IŠSIGIMIMO ATVEJU. Tarkime, 
kad kraštutinis taškas x“ € X yra išsigimęs. Vadinasi, bazinių koordinačių 
vektoriuje xp yra bent viena lygi nuliui koordinatė. Tegu 
B(x)=įd!; 3 gi sZI> 0 > 0 Aa = =, 0 S E, 

Nesunku įsitikinti (paliekame  skaitytojui!), jog (3.54) sąlyga 
p= -BDsp, sp Z0 yra būtina, bet ne pakankama, kad nenulinis vek- 
torius s (se R,) būtų leistinoji kryptis taške x“. Šiuo atveju būtina ir 
pakankama krypties s leistinumo sąlyga yra tokia: 
sp ==B !Dsp, sp 20, 5; 20, i=k+1, .., m. 

Keičiasi ir kraštutinio taško x“ optimalumo kriterijus. Lengva matyti, kad 

T 
kriterijus Ap = p - (B“1D) Cp Z0 yra tik pakankama optimalumo sąlyga. 


Šios analizės rezultatai rodo, kad kraštutinio taško optimalumui tikrinti 
galima taikyti pakankamą sąlygą Ap Z0. Tačiau sąlyga A; <0, je Jp, 
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nebūtinai reikštų, kad kraštutinis taškas x“ yra neoptimalus. Net galimi 


A" sp =e"* (čia A; = Amig <0), nėra 


atvejai, kai vektorius s: sp =— 
leistinoji taške x“ kryptis. Atliekant iteraciją pagal formulę x! = x? + 4,5" 


tada gaunamas žingsnis 4, = O, todėl pasikeičia tik kraštutinio taško bazė. 


m 3.54 pavyzdys. Išspręskime tiesinio programavimo kanoninį uždavinį 
min (3x t —2X3 +X4 + A5 +246 +437) 5 kai 
x, + 345 +45 13441 —-X5 + 2454-3471 = 11, 
4x5 + 4x2 -4x4 46 + 2x1 = 8, 
m —X3 +8x4 +44x5 + 246 +Ap-5, 


205 ai 


Sprendimas. Šiame uždavinyje 


13 13-12 -3 11 
A=[04 4-4 0-1 2|,b=|8|,c=(3 1 —2 1 I; 251). 
1 0-1 8 42 1 5 


Leistinosios aibės taškas x“ = (5; 2; 0; 0; 0; O; 0)" yra jos kraštutinis 


taškas. Jis turi penkias bazes (patikrinkite!) kurios gaunamos prie 


T(x) =|d!; a?) prijungus bet kurį kitą matricos A stulpelį. Pasirinkime 


B(x) = Ja!; a2; a) „Bazės matricos 


atvirkštinė matrica yra 
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7 
El -1/ 
BT=|1 4 |. 
ZA 
Apskaičiuokime vektorių al „ J=4,5, 6, 7, koordinates bazėje B(x) ir 
iš jų sudarykime vektorius A/ = B"1a/, j=4,5,6, 7. Gausime 
5 
10 9 1 A 
A*=|-3|, 4?=|-5|, A?=| 4 |, A7>| >5 |. 
2 5 Es 11 
A 2 
Rezultatus surašykime į simplekso lentelę (3.8 lentelė) ir patikrinkime taško 


x optimalumą. Matome, kad visomis keturiomis bazinėmis kryptimis 
tikslo funkcija mažėja, nes A4; <0, A5 <0, Ag<O ir A; <0. 


Pasirinkime  j,=4 ir atlikime iteraciją bazine kryptimi 
s*=(-10; 3; -2; 1; 0; O; O L Iteracijos žingsnis 4,=0. Taigi x!= 
X +4,5 = x . Tačiau bazė jau kita — B|x!) = Ja!, a2: at) . 


3.8 lentelė 





€n 1 1 





ae 
a 
S 


B CB XB At A2 




















2 
Ą9 
4 

a? | 1 2 23 25 1. -5 
EZ 





5-3 | 12 24 | A 
Apr 5257 ežio" S 
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3.9 lentelė 
€D -2 1 2 1 
a E A3 AŠ A9 A | A 























Zn 13 1|L43 14 57 
Ap 11 44 Ži2 58 


























Skaičiavimus atlikime pagal rekurenčiąsias formules ir užpildykime 3.9 len- 
telę. Matome, kad antroji iteracija yra sėkmingesnė — eidami bazine 


T 

kryptimi sl -|-s; 2. 0); Zi 0; I; 0) žingsniu A =1, pereiname į kitą 
Ž34 S 2. 

kraštutinį tašką x =xl+s!= = (1 a 0); 3 0; 0; 0) „kuriame tikslo 


funkcijos reikšmė lygi 5. Šio kraštutinio taško bazė yra 


B(x*)=[a'a?;at). Jis taip pat yra neoptimalus, nes pagal (3.5.19) 


formules gauname 


kz EKO 
5 





i4=2ie (-12)-(-16) 28 
5 5 
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A, =58- (-12)-(-21) 38 


5 2 
Atkreipkime dėmesį, kad nelygybė A; <0 rodo x neoptimalumą, nes x 





2 


yra neišsigimęs kraštutinis taškas. Iteracijai atlikti užpildykime naują 
simplekso lentelę (3.10 lentelė). 


3.10 lentelė 








B | CB x5 "I A? 












































ži l “ 
3 1; žB 0; I; 1 „ 0 žingsnis lygus 


Iteracijos kryptis yra $2 -|« - 
A,=3. Gauname  išsigimusį  kraštutinį tašką „= + A5s = 
= (0; 0; 3; 0; O; 4; 0) Jo bazei pasirinkti turime dvi galimybes (pagal 
3.10 lentelę), nes stulpelyje A abu skaičiai yra lygūs. Tegu 
Bl4“) =a?; a“; a6l. Iš pradžių patikrinkime kraštutinio taško x 
optimalumą skaičiuodami eilutę Ap pagal (3.5.19) formules. Gauname 


tokias Ap komponenčių reikšmes: 
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1 
Bi: A5 =16, Ar; =3, A3 =17. 


Darome galutinę išvadą — kraštutinis taškas » = (0; 0; 3; 0; 0; 4; 0 yra 


pasirinktojo uždavinio sprendinys ir 


min (34; + X; — 2x3 TX + A5 +246 +11)=2. 


Komentaras. Pagal 3.10 lentelę kraštutinis taškas (0; 0; 3; 0; 0; 4; 0) tu- 
ri dvi bazes: |a?; a; a) ir la; a“; al. Atkreipkime dėmesį, kad jis turi 
dar tris bazes (patikrinkite!) — matricos A stulpelių sistemos ja; a; a) k 
la; a": a) ir le; dė: a!) . Tačiau tęsiant uždavinio sprendimą pagal jas 


tektų skaičiuoti atvirkštinę matricą ir nebazinių vektorių koordinates pa- 


sirinktoje bazėje. 


3.5.6. PAGALBINĖS  BAZĖS METODAS LEISTINOSIOS AIBĖS 
KRAŠTUTINIAM TAŠKUI RASTI. Nors aibės X =[x€R,„: Ax=b, x20] 


kraštutinio taško algebrinė charakteristika yra gana paprasta, ieškant 
pradinio kraštutinio taško tenka perrinkti bazinius tiesinių lygčių sistemos 
(matricinės lygties) Ax =b sprendinius. Tas būdas yra nepatogus, nes dalis 
bazinių sprendinių gali turėti bent po vieną neigiamą komponentę. 

Čia susipažinsime su vadinamuoju pagalbinės bazės metodu, kurį taikant 
aibės X kraštutiniam taškui rasti yra sudaromas specialus tiesinio prog- 
ramavimo kanoninis uždavinys. Jo leistinosios aibės kraštutinis taškas lengvai 
matomas, todėl simplekso metodą taikyti nesunku. Pagal gautąjį sprendinį 
randamas aibės X kraštutinis taškas arba nustatoma, jog aibė X yra tuščia. 


Tegu (kaip ir (3.5.1) uždavinyje) A= (a; ) yra mXn matmenų mat- 


rica, m<n ir r(A)=m. Pažymėkime e erdvės R, vektorių, kurio visos 
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komponentės lygios vienetui, t. y. e= (1; ...; 1 S 


Nagrinėkime tiesinio programavimo kanoninį uždavinį 
min (e, u) , kai 


(3.5.20) 


Ax+u=b, 
xZ0, uZ0, 


su sąlyga, jog b yra neneigiamas vektorius. Iš x€ R, ir ue R, suda- 
x 

rykime vektorių v-| | Tada (3.5.20) uždavinio leistinąją aibę (pa- 
u 


žymėkime ją W) galėsime apibūdinti taip: 


W=|w-|?), Ak ba 10). 
u 


0 
Aišku, kad aibė W yra netuščia, nes w“ -| J W . Beto, w yra aibės W 
u 


kraštutinis taškas, o aibė B(w)=(e!: “ +") Gianėia Pl 
erdvės IR, koordinatiniai vektoriai) yra jo bazė. Tikslo funkcija (e, u) yra 


aprėžta iš apačios aibėje W, todėl (3.5.20) uždavinys turi sprendinį. 


* 
* | X 

3.5.6 teorema. Tarkime, kad aibės W kraštutinis taškas w | į) yra 
u 


(3.5.20) uždavinio sprendinys. Jeigu u“=0, tai X“ yra aibės 
X =[xe R,: Ax=b, x20) kraštutinis taškas. Priešingu atveju (u“ £0) 
aibė X yra tuščia. 

A Įrodymas. Jeigu (3.5.20) uždavinio sprendinys yra aibės W kraš- 
tutinis taškas 
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tai yra bent viena jo bazė Blw“) sudaryta tik iš matricos A stulpelių. Iš čia 


išplaukia išvada, jog matricos A stulpelių, atitinkančių teigiamąsias x“ 
koordinates, sistema T(4“) yra tiesiškai nepriklausoma. Todėl x“ yra 
aibės X kraštutinis taškas. 


Tegu optimaliojo kraštutinio taško Ww komponentė u“ nelygi nuliui, 
bet X + 0. Pasirinkime bet kurį aibės X tašką, sakykime, x . Tada 


= AX S 
"= |Ž). u=0, 
u 


priklauso aibei W ir tenkina sąlygą 
(e, 7)=0<(e, u“ ) = min (e, u), 


prieštaraujančią (3.5.20) uždavinio sprendinio apibrėžimui. Vadinasi, prie- 
laidą, jog X = D, reikia atmesti, kai u 0. V 


m 3.5.5 pavyzdys. Raskime bent vieną tiesinių lygčių sistemos 


- 3X2 + 2x4 = 4x5 = —7, 
3 TM - 243 t X5 =, (3.5.21) 
2x M + +7x4 —3X5 =5 
neneigiamų sprendinių aibės X kraštutinį tašką. 
Sprendimas. Taikykime pagalbinės bazės metodą. Iš pradžių pirmąją 
lygtį padauginkime iš (-1) ir turėsime ekvivalenčią tiesinių lygčių sistemą 
XT 3X5 = 2X4 + 4X5 = 
3 + X - 243 + X5 = 1, (3.5.22) 
24 m) + +7x4 — 345 =5, 
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kurios laisvųjų narių vektorius b= B L ė)2 yra teigiamas. Šios sistemos 


koeficientų matricą pažymėkime A. Taigi 
-1 3 0-2 4 

A=| 3 1-2 O 1 
2-1 1 7-3 


Sudarykime tiesinio programavimo kanoninį uždavinį 


min (xg t +48) 5 kai 


Tų +3X -21x4 +4x5 t X6 =7, 
3 +x5-2X +X +xX =1, 

A : i (3.5.23) 
2x M +M + 7414 —3X5 + 8 5, 


ž 20, = L 8 


Šio uždavinio leistinąją aibę pažymėkime W, jos taškus — w, o apribojimų 


sistemos matricą pažymėkime A. Aišku, jog WC Rg ir A=(A, E). 
Vienas aibės W kraštutinis taškas yra lengvai matomas — tai 
w“ =(0; 0; 0; 0; O; 7; L; si Jo bazės Bw“) matrica yra 
B= (4“, a" „aš = (el, 6) =E. Todd B“!= E, A) =B"la/ =a! 5 
j=1l, ..., 5. Sudarome pirmąją simplekso lentelę (3.11 lentelė), patik- 
riname kraštutinio taško W“ optimalumą. Pirmąją ir kitas iteracijas 
atliekame pagal rekurenčiąsias simplekso metodo formules (žr. 3.11-3.14 


lenteles). Iš 3.14 lentelės nustatome, kad x“ = (0; 3; 1; 1; 0 yra aibės X 


kraštutinis taškas. 
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3.11 lentelė 
Cn 0 0 0 0 0 
B|€B|w | Al Ą2 Al AS A | 4 
as Ž -1 3 0 B 4 J 
47 1 3 (1) 25 0 1 NU ar 
aš 1 5 -1 1 -—3 
ZD 3 | 2 
Ap | M -3 1 =5 = 
Iš 
3.12 lentelė 
Cn 0 1 0 0 0) 
B €p | ww | A | AT A3 47 2 AA 
a“ 4> | ios, 3 (4) 2 1 A 15 
a2 | 0 3 1 =2 0 1 
aš 1 6 5 1 į g =) 
ZD =5 -2 5 5 -1 
Ap 5 3 -5 -5 1 
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3.13 lentelė 





Cn 0 1 





B CB 






























































B CB A 
a? 0 
a? 0 
a“ 0 
































Atidžiau pažvelgę į 3.14 lentelę ir prisiminę 3.5.3 teoremą, galėtume rasti dar 
du aibės X kraštutinius taškus. Šios lentelės stulpeliai Al ir A? apibrėžia dvi 
(3.5.23) uždavinio tikslo funkcijos pastovumo kryptis: stulpelis Al bazinę 


T 
kryptį s=[ 0); ži 0 0; 0; 0) „ O stulpelis A bazinę kryptį 
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T 
5" ; 2 E ES 1;0;0;0| . Maksimalūs žingsniai tomis kryp- 
20 40 40 


La Aa ž | 60 aa ias 
timis yra atitinkamai 4/=2 ir 4" = SB Kraštutiniai aibės W taškai tokie: 






































0 e 
2 8 
1 5 4 
1 -1 0 
wW=w+4'5=| |+2 2 = 
0 0 
0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
ir 
0 0 
0 -23 0 
3 50 
37 
1 A 46 
i 79 
 Ž Ž 1 4 2 > + 60 L £ aš ) 
0| 23 60 
1 23 
“ 0 0 
j 0 0 
0 
0 0 
37. 79. 60V 
Pagal 3.5.6 teoremą taškai x“= (2; 3; 4; 0; 0)" i = (0 0, —; —; a 
46 46 23 


yra aibės X kraštutiniai taškai. Taigi radome tris (3.5.21) tiesinių lygčių 
sistemos neneigiamus bazinius sprendinius — aibės X kraštutinius taškus: 
37. 79. 2 


x“ =(0; 3; 1; 1:0)", x=(2; 3; 4; 0; 0), v-|0 Zi 
46 46 23 
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3.6. Dualiojo uždavinio sprendimas simplekso metodu 


Tiesinio programavimo kanoninio uždavinio 

min((c, x): xe XI, X =[x€ R,: Ax=b, x20) 

dualusis uždavinys yra 

max((5, y): ye Y) Y=[ye R, : ATy<c). (3.6.1) 


Žinome, kad dualųjį uždavinį galima užrašyti ekvivalenčiu tiesioginiu užda- 
viniu. Vadinasi, būtų galima jau išdėstytu simplekso metodu išspręsti ekvi- 
valentųjį uždavinį, o paskui — užrašyti (3.6.1) uždavinio sprendinių aibę 
(pagal tam tikras transformacijos taisykles). Tačiau šis sprendimo būdas ne 
visada patogus, nes keičiant dualųjį uždavinį ekvivalenčiu tiesioginiu užda- 
viniu gali tekti spręsti gana didelių matmenų kanoninį uždavinį. Štai kon- 
kretus pavyzdys. 
Tiesinio programavimo kanoninio uždavinio 


min (x; - 2x5 +3x3 - x4 — 245), kai 
24 -3M t —-X) o —-X5 S, 

x - 44 + +x5 =6, 
Ix +2x9 +343 —6x4 —3X5 =12 
x; 20, j=1, 5, 


dualusis uždavinys yra toks: 


max (5y, +6y5 +12y3), kai 


2y +V5+3y5S 1 
3 -4y; +2y5 <-2, 
x» 172 137553, 
—Yl —6y5 €-L, 
Su 522 
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Kad būtų galima taikyti simplekso metodą, dualųjį uždavinį reikia pakeisti 
ekvivalenčių kanoniniu uždaviniu. Pagal 3.2 skyrelyje aprašytą schemą 





nežinomuosius y;, i=1, 2,3, pakeiskime skirtumais y; =; -4, 20, 
A 20 irįrašykime nežinomuosius 1 j> J = Lu di 
W=1-2y,-Y2 —3y3, 
Up = By +4y2 -2y3 -2 2 
u5 =3- y V 73935; 
U- VY +6y3 -1 5 
Us = Y —Y2 +3)3 —2. 
Gausime tokį uždavinį: 
max (Sr; +615 +1215 —517 —615 - 1215) , kai 
2 +6+35-24 -6-35+45 = 
/ "4 / „r „ „ 
3 +415-25-3-45+2 5 Up =2, 
1 o +5+35 - 1-6 -35 +U3 =3. 
H +65 1 615 —u) L 
1 o-6+35 -1 +6 -35 us =2, 
" „ . . 
£>0 00 L 2 LS, 
Jį galima užrašyti „gražiau“ apibrėžus vektorių 
- 6 4 . / . 1, LA 1, . . . . T 
z= (Hi 653 3 1 153 (Gi Upš Užš Už3 U43 Us) 
su komponentėmis z„, k=1,..., 11. Tačiau rimtesnė problema yra tiesinių 


lygčių matricos matmenys 5x11 - jie gana dideli. 

Susipažinkime, kaip reikia taikyti simplekso metodą tiesiogiai dua- 
liajam uždaviniui (3.6.1) spręsti. 
3.6.1. AIBĖS Y = | yeR,: AT ys c) KRAŠTUTINIO TAŠKO OPTIMALUMO 


KRITERIJUS. = Nagrinėdami (3.6.1) uždavinį, naudosime tuos pačius 
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pažymėjimus kaip ir 3.5 skyrelyje spręsdami (3.5.1) uždavinį. Taip pat 


turėsime mintyje, kad matricos A= (aj) rangas 7(A) yra lygus m ir 
m<n. 


Tarkime, kad y“ e Y yra neišsigimęs aibės Y kraštutinis taškas, o jo 
bazė yra Bly') =[d!, 25) a"). 


Iš pradžių apibūdinkime leistinąsias kryptis taške y“ € Y.. 


3.6.1 teorema. Vektorius +€ R, (:= 0) yra leistinoji kraštutiniame taške 
y“€Y kryptis tada ir tik tada, kai BT:<0 (čia B yra bazės By) 


matrica). 


A Įrodymas. Tegu /€ R, (:*0) yra leistinoji taške y“ kryptis. 
Vadinasi, yra skaičius 6, > 0, su kuriuo AT + 01) <c,kai 0<9<0,. 

Taškas y“ yra kraštutinis, todėl BT y“ = Cp. Tada iš sąlygos 
BT y +01) <cp su visais 0€ [0; 0,] išplaukia nelygybė BTr:<0. 

Tarę, kad :*0 ir B'r<0 gauname, jog 


pT (r +01) = BT 1 +0BT:<cp su visais 020. (3.6.2) 


Taškas y“ yra neišsigimęs kraštutinis taškas, todėl DT y“ < Cp. Tada kad ir 
koks būtų Dlį galima rasti tokį skaičių 0,>0, kad nelygybė 
D'y'+0D"1= =D" (y +01) <cp galiotų su visais 0€[0; 0,]. Iš čia ir 
(3.6.2) darome išvadą, jog : yra leistinoji kryptis. Y 


Pastaba. Iš teoremos įrodymo matyti, jog sąlyga B':<0 nėra 
pakankama, kad /€R, (:=0) būtų leistinoji kryptis išsigimusiame 


kraštutiniame taške y“ € Y. 
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3.6.2 teorema (optimalumo kriterijus). Neišsigimęs kraštutinis taškas 


y €Y yra dualiojo uždavinio (3.6.1) sprendinys tada ir tik tada, kai 
Bb20. 

A Įrodymas. Pagal 2.5.4a teoremą kraštutinis taškas y“ € Y yra 
(3.6.1) uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai (b, r) <0 su bet kuria 
leistinąja taške y“ < Y kryptimi +. Remdamiesi 3.6.1 teorema, tada galime 
tvirtinti, jog neišsigimęs kraštutinis taškas y“ € Y yra (3.6.1) uždavinio 
sprendinys tada ir tik tada, kai galioja sąlyga 


(b, 1) < 0 su visais nelygybės Blr<0 sprendiniais. (3.6.3) 


Pagal Farkašo teoremą (žr. 2.8.1 teoremą) ji galioja tada ir tik tada, kai 
egzistuoja toks vektorius 1 Z0, kad b= Bu . Iš čia gauname, jog u = Bb. 
Taigi nelygybė B1b>0 yra ekvivalenti sąlygai (3.6.3) ir todėl yra 
neišsigimusio kraštutinio taško y“ € Y optimalumo kriterijus. Y 

Pastaba. Nelygybė B1b>0 yra tik pakankama išsigimusio kraštu- 
tinio taško y“ < Y optimalumo sąlyga. 

3.6.2. Iteracija. Leistinąsias kryptis +€ R, (/>0) kraštutiniame 
taške y“ e Y apibrėžia nelygybė B!r<0. Kai y“ yra neoptimalus taškas, 
reikia atlikti iteraciją arba nutraukti sprendimą. Atliekant iteraciją kryptis 
turi atitikti aibės Y briauną (kai aibę Y įmanoma pavaizduoti geometriškai). 


Atkreipkime dėmesį, kad nelygybė Blr<0 yra ekvivalenti sąlygai 
T m i 
B r= Zy[-e), Vi Zz0, i=l, m, 
i=1 
čia e! „i=1,..., m, yra erdvės R,, koordinatiniai vektoriai. Vadinasi, bet 


kurią leistinąją kraštutiniame taške y“ < Y kryptį galima užrašyti formule 


r Žini(a“) (e), y; Z0, i=1,..., m. 
i= 
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. Tr 

Vektorius 1' = -(B7!) e',i=l,..., m , pavadinkime bazinėmis leisti- 
nosiomis kryptimis kraštutiniame taške y“ e Y . Šiomis kryptimis — ne- 
neigiamais tiesiniais jų dariniais — galima išreikšti kiekvieną leistinąją 
(taške y“ € Y ) kryptį 7€ R, (120): 

m 4: 
1= Nr > Vi 20, i=1, M. 

ri 


Sakykime, kad kraštutinis taškas y“€Y yra neoptimalus, t. y. 
B1bZ 0. Vadinasi, bent viena vektoriaus Bb komponentė, sakykime, 


(56), yra neigiama. Pažymėkime ją x; (kitas komponentes, prireikus, 
Žž 2 


M . . o . 
žymėsime x; , i=l,..., m ). 


3.6.3 teorema (tikslo funkcijos neaprėžtumo požymis). Jeigu kraštutiniame 


taške y“ < Y galioja sąlyga 


L 


: 24 = (B“'5) 


<0 ir (BD) e > () (3.64) 


(i, (1, ..., m) ), tai dualiojo uždavinio (3.6.1) tikslo funkcija yra neaprėžta 
iš viršaus aibėje Y. 
A Įrodymas. Patyrinėkime tikslo funkcijos (b, y) reikšmių kitimą 
| Žu į 
bazine kryptimi 7' =-(B7!) ee, t. y. taškuose y(0)= y" +0£, 0>0. 


Gausime 


beslojali raja ola (r e) 
= (B, yJ-el(a=), (o y = 04 > (D y) 


su visais 0 > 0. Kitaip sakant, tikslo funkcijos (b, y) reikšmės einant iš y“ 


kryptimi '* didėja. 
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Teoremos teiginiui pagrįsti dabar pakaktų įrodyti, jog visi taškai 
y(0)= y" +01“, 0>0, priklauso aibei Y, kai galioja (3.6.4) sąlyga. 
Apskaičiuokime A“ y(0): 

T 


5 Ivo) 


DT 


BV (y +0r) 
A" y(0)=(B, DY (y +81)= Ka 
D (y +01+ | 

Kadangi 

2 A Ž 
B" (y +01+)= B" y -087(B"!) eb =cp 00 <cp, 

. iuo 
D (y +01)=D" y -eD7 (B!) eb = 

Žiu 

= DT y* -0(B"'D) e < DT <Cp, 


tai A" y(0)<c su visais 0>0. V 


Komentaras. Pagal 3.5 skyrelio žymėjimus (3.6.4) sąlyga reiškia, 


kad matricos 
B D=B"|a"", + a"|= (Ba! = B4')= (Art, „„A")= 








Cim+l "Cn 
Ci -1m+1 "Či, -1n 
= Cima Čin 
Ci +lm+l Či sn 
Cm" Čan 





visi i, -tosios eilutės skaičiai yra neneigiami: 4 41 20, Ųų, 20. 
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3.6.4 teorema (iteracija). Tarkime, kad neišsigimusiame kraštutiniame 


taške y“ € Y galioja sąlygos: 


LA 


L 


x =(B"6) <0 ir (BD) (A i A 20 (3.6.5) 


Tada y! = y" +6,£ yra aibės Y kraštutinis taškas, kai 


Ši us. > Oj 
t =: =-[(B e*,0. = min : 
V£ Ci j<0 TAI j 





A; =ej= (ep. Bai), že: 


Be to, galioja nelygybė (6, y!) > (), y). 


A Įrodymas. Įrodydami 3.6.3 teoremą įsitikinome, kad vektorius 


o i 


I 
P =tb =-(B"!) e» yra tikslo funkcijos (b, y) didėjimo leistinoji kryp- 


tis, kai AŽ =(B0) <0. Vadinasi, pakanka įrodyti, kad y! = y" +0,5* 
1 


o 


priklauso aibei Y ir yra jos kraštutinis taškas. Pirmoji sąlyga gaunama 
ištyrus nelygybių (ai, y )-08 j <c;, jeJp, sistemą, o antroji — 


įrodžius, jog matricos A stulpelių sistema B y! = 





=[a', sa rasa Ei, a+| (čia j, yra aibės Jp indeksas, su 
. Aj Imai , siais ; ; 
kuriuo =0,) yra tiesiškai nepriklausoma. Dar atkreipkime dėmesį, 
—(X. f 
lo J 


kad aibė | jeJp: Ųj< 0) yra netuščia. Išsamią analizę paliekame pa- 
čiam skaitytojui. 
Matėme, kad tikrinant aibės Y kraštutinio taško y“ optimalumą 


tereikia apskaičiuoti vektoriaus B“!b koordinates. Šis vektorius yra tiesinių 
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o 


lygčių sistemos Ax=b bazinio sprendinio x“ = L. | Xp = Bb, 
0 


sudedamoji dalis. Kraštutinį tašką y! gY atitinka kitas sistemos Ax = b 
bazinis sprendinys. 

Atliekant kraštutinio taško y“ < Y optimalumo tikrinimo rezultatų 
analizę (kai y“ netenkina sąlygos B1b>0 ), yra būtina informacija apie 
matricos B“!D elementus. Kai šios matricos eilutėje, atitinkančioje 
vektoriaus xp = B“'b neigiamą koordinatę X; = (570), nėra neigiamų 
skaičių, daroma išvada, jog dualusis uždavinys (3.6.1) neturi sprendinių (dėl 
tikslo funkcijos (b, y) neaprėžtumo iš viršaus aibėje Y), o priešingu atveju 
atliekama iteracija. Pagal minėtą matricos B!D eilutę (arba vieną iš tokių, 
jei yra kelios) apskaičiuojamas žingsnis 0, bazine kryptimi +“ siekiant 
pereiti į gretimą kraštutinį tašką y! = 37 +01 e Y . Bazinę kryptį f 
apibrėžia atvirkštinė matrica B“! (£ =1+ = -(B“ j- el), 

Sprendžiant konkrečius uždavinius patogu naudoti išplėstinę simplekso 
lentelę (žr. 3.15 lentelę). Jos pagrindinė dalis tokia pat kaip ir simplekso 
lentelė (žr. 3.4 lentelę). Tik greta matricos B“'D užrašoma matrica B“!. 
Atvirkštinės matricos B“! stulpeliai čia yra pažymėti ES k=1,...,m,ojų 
elementai 65, iEeJg, k=1,..,m, apskaičiuojami pagal formulę 
E*=B"“. k=l,..„m. Papildomoje eilutėje 80 užrašomi skaičiai 


A: 
0, =——.jei G; ; <O. Atkreipkime dėmesį, kad aibės Y kraštutinio taško 


E 
y“ koordinatės y;, i=1,..., m, apskaičiuojamos analogiškai kaip ir 


skaičiai 2j, j=1, 5 n: yį = (ep: E'), i= 1, m. 
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Aišku, kad atliekant iteraciją išplėstinės simplekso lentelės vektoriams 
Xp: A! „J€Jp.it E 2 i=l,..., m , perskaičiuoti galima taikyti simplekso 
algoritmo rekurenčiąsias formules, nes pereinant iš vieno kraštutinio taško į 
kitą bazėje pasikeičia tik vienas vektorius. 























3.15 lentelė 
CD C+ * 04 Ci G Cc: 
B CB Xp Ąm+l Pr ĄJ4 S ių Ą" El si) E" 
a! ją x |m | (iN p | E | | Čim 
al Ci, ao Ci m+1 Asi Ci j, (4 Oi) 1 66 ži <) 
























































Atliekant iteraciją iš pradžių pasirenkama pagrindinė lentelės eilutė (ji 


3.15 lentelėje apibraukta) iš tų eilučių, kuriose skaičius x; yra neigiamas. Pa- 
T 
grindinės eilutės dalis, atitinkanti matricą (B!) Ž L ii B), apibrėžia 


T 
bazinę leistinąją kryptį 7“: “ = (-6; Į Eį 2 . Pagal šios eilutės skai- 





čius Gi m4jo > Oj, Nustatomas pagrindinis lentelės stulpelis (skaičiuojant 
0 = 2 „kai G; ; <0, ir ieškant mažiausiojo skaičiaus 0; ). Pagrindinis 
P o 6 
LJ 


stulpelis taip pat išskiriamas (apibraukiamas arba pažymimas rodykle). 
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m 3.6.1 pavyzdys. Simplekso metodu išspręskime tiesinio programavimo 
uždavinį 
max (y, +2y5 373), kai 


Vi + 2y3 < 4, 
Y3 +/5<-2, 
. —)2 <5, 
Y2 <0, (3.6.6) 


M tY -MS7, 
» +Y2 1295 5, 





2y2 + V3 <2. 


Sprendimas. Uždavinį galima suvokti kaip tiesinio programavimo 


kanoninio uždavinio 


min (4x, —- 2x5 + 5x3 + 745 + 5x6 + 217), kai 


Xi +43 +X5 146 =1, 
X) XX, +X5 +Xg+2X5 =2, 
2 74314 5 *46 7 (3.67) 
2x + X —X5 + 2X6 + Xr- -3, 
Aj 20, j=1, se45 "Ja 
dualųjį uždavinį. Šiuose uždaviniuose 
1 0 1 01100 1 
A=|0 1-1 1 1 1 2|,6=| 2 „6=(4; —2; 5; 0; 7; 5; 2u 
21 00-12 1 -3 


Sprendžiamo (3.6.6) uždavinio leistinoji aibė Y yra tiesinių nelygybių 


sistemos AT y<c sprendinių aibė. 
Pasirinkime aibės Y tašką y“ =(2; —3; 1) Lengva patikrinti, kad jis 
yra kraštutinis taškas, o Bly) = ja!, a2, a) yra jo bazė. Tikrindami opti- 


malumą, apskaičiuokime atvirkštinę matricą B! ir sandaugą B lp. 


Gausime 
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= I 6 
B!=|2 2 —1|,B"lb=| 9 
2 AI 7 


Taigi y“ nėra optimalus taškas. Iteracijai atlikti sudarykime išplėstinę 


simplekso lentelę (3.16 lentelė). Iš jos matome, kad yra dvi galimybės 
pasirinkti pagrindinį stulpelį, nes 64 =805 =min0; =3. Tai rodo, kad 


gausime išsigimusį kraštutinį aibės Y tašką y! ' 


3.16 lentelė 




































































B- | 68 5 | A 2 AS AE [E | 
2637 E21S |EAE2E 2 SA8EN EE, 
a? | 2 2 2 3 2 2 Zi 
as 1 1 1 2 | 

ZD -3 22 1 -5 Ž -3 1 y 

Ap 3 4 7 

0 3 3 7 

T 


Pasirinktąjį stulpelį pažymėkime rodykle ,,j,“. Iteracijos kryptis yra 


f“ =(I Į; 1, o žingsnis ta kryptimi nuo y“ iki kraštutinio taško y! 


2 1 5 
lygus 3. Gauname y!= 37 +0£ =|-3|+3| 1 |=| O 
1 -1 -2 


Užpildome naują lentelę (3.17 lentelė). Taškas y! nėra optimalus, o 


atlikę antrąją iteraciją (Žr. 3.18 lentelę), pasiliksime tame pačiame 
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kraštutiniame taške, — pasikeis tik jo bazė. Gauta lentelė taip pat nerodo 
optimalumo, tačiau atlikti naują iteraciją galimybės nebėra. 


3.17 lentelė 





Cp | 4 7 5 2 
B|€6|15|A|A3]|A| A | E | E2 | Bb 


3 
a | 2) 3 2 (Zi) 2 ma TE AI EE 


a 5 1 1 1 1 0 1 0 0 















































2 
Ap | 3 0 4 4 
0 

















T. 


Jo 


3.18 lentelė 
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Matricos B"D=|A', " A*,A7) eilutėse (i; ir i, ), atitinkančiose 
neigiamas vektoriaus xŽ = Bb koordinates, nėra neigiamų skaičių. Tai 
reiškia, kad abiem tikslo funkcijos didėjimo bazinėmis kryptimis, 
Y=(-I; 1; 2) iro /=(-; 0; 1), galima keliauti iš taško 
y2 = (5:0; 2 kiek norima toli neišeinant iš leistinosios aibės Y. 
Vadinasi, 


sup( y; +2y2—-3y5)=+e, 
yeY 


todėl (3.6.6) uždavinys sprendinių (optimalių taškų) neturi. 

Komentaras. Įsitikinus, kad (3.6.6) uždavinio tikslo funkcija yra ne- 
aprėžta aibėje Y, galima tvirtinti, jog tiesioginio uždavinio (3.6.7) leistinoji 
aibė X yra tuščia. Kitaip sakant, kiekvienas tiesinių lygčių sistemos 

m + X + X5 + X6 = 1, 
X -M + J4 t A5 + X6 +213 =:2, 
2x + —Xs T 246 +x,=-3 


sprendinys (jų yra be galo daug) turi nors vieną neigiamą komponentę. 





3.7. Dualusis simplekso metodas 


Siuo metodu sprendžiamas tiesinio programavimo kanoninis uždavinys 


min((c, x): xe X|, X =[x€ R,: Ax=b, x20). (341) 


Pagal dualųjį simplekso metodą konstruojama tam tikrų nepriklausančių 
aibei X tiesinių lygčių sistemos Ax=b bazinių sprendinių (pseudoplanų) 
baigtinė seka x“, x! ii xk. kurios paskutinis narys yra aibės X kraštutinis 
taškas — (3.7.1) uždavinio sprendinys (kai X yra netuščia aibė). Pseudoplanų 
sekos konstravimas pagrįstas dualumo sąryšiais ir simplekso metodo 
taikymo dualiajam uždaviniui spręsti rezultatais. 
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3.7.1 teorema. Jeigu neišsigimęs kraštutinis taškas y“ € Y yra dualiojo 
uždavinio 
max ((b, y): ye YĮ, Y=[ye R: A"yse) (372) 
sprendinys, o B yra jo bazės matrica, tai taškas x: Xp = B lp, Xp =0 
(x € R,) yra tiesioginio uždavinio (3.7.1) sprendinys. 

A Įrodymas. Jei y“ yra (3.7.2) sprendinys, tai B1b>0. Vadinasi, 
x eX ,nes x 20 ir Ax = Bi5 = B(B“'b) =b. Taško x“ optimalumas 
išplaukia iš lygybės (e, X) = (6, y) . 
(e, x) = (ep. 5 )+ (ep, x) = (ep. Bb) = 

-1 T o 

=((B | ep. b)= (7, 0). v 


3.7.2 teorema. Jeigu neišsigimęs kraštutinis taškas x“ € X yra tiesioginio 
T 
uždavinio (3.7.1) sprendinys, o B yra jo bazės matrica, tai y“ = (B!) CB 


yra dualiojo uždavinio (3.7.2) sprendinys. 
A Įrodymas. Tegu neišsigimęs kraštutinis taškas x“ € X yra (3.7.1) 


uždavinio sprendinys, o B - jo bazės matrica. Vadinasi, 


-] T 
Ap =cp-|(B D) Cp Z0. 
T T 
Tada DT "= DT(B7!) CB = (B“'D) Cp =€p-Ap “Cp. 
v Too o -1 T k. To 
Iš sąlygų B y =cp (nes y =(B Cp)ir D y <cp gauname, kad 


y“ e Y . Taško y“ optimalumas išplaukia iš lygybės (6, y) = (e, 5) 


(hy) (m (ar) e Ja (aro en) (ši cs)= (e). 
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Grįžkime prie dualiojo uždavinio (3.7.2) sprendimo simplekso metodu. 


Tegu y“, yl, i yk yra leistinosios aibės Y kraštutiniai taškai, sudarantys 

iteracinę seką yti = +8r, i=0,..,k-1, ir tenkinantys sąlygą 

(6, ys (b yes (b y*)= mas (6, y). Kartu su seka y“, sy 
yeY 


gauname tiesinių lygčių sistemos Ax=b bazinių sprendinių seką 
X, x! ay xk „ kurios narių bazinių komponenčių vektoriai yra atitinkamai 


x) = Bb, Xp = Bb, <. A = B; 'b. Lengva įsitikinti, kad galioja 


lygybės: 


Aišku, kad (e, x ele 2 += min(c, x). Be to, + EX. 


xeX 


todėl x* yra (3.7.1) uždavinio sprendinys. 


Vadinasi, spręsdami dualųjį uždavinį (3.7.2), kartu sprendžiame ir 
tiesioginį uždavinį (3.7.1). Todėl 3.6 skyrelyje išdėstytą dualiojo uždavinio 
sprendimo schemą galima traktuoti kaip abiejų uždavinių, tiesioginio ir 
dualiojo, sprendimo algoritmą. Atskyrus skaičiavimus, kurie svarbūs tik 
dualiojo uždavinio sprendiniui rasti, galima pasiūlyti tokią tiesioginio už- 
davinio (3.7.1) sprendimo schemą: 

1) pradinio pseudoplano pasirinkimas; 

2) pseudoplano optimalumo tikrinimas; 

3) optimalumo tikrinimo rezultatų analizė (neoptimalumo atveju) ir ite- 
racija (kai prasminga). 
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Aibės X =[xe R,: Ax=b, x20) pseudoplanas yra toks sistemos 
T 
Ax=b bazinis sprendinys x“, kuris tenkina sąlygą: y“ = (57!) Cp Yra 


aibės Y = |y €eR,: Aly < c) (kraštutinis) taškas; čia B yra sprendinio X 


bazės matrica. 

Pradinio pseudoplano x“ tikrinimas yra nesudėtingas. Jei 
Xp = B"1b>0,tai x“ yra (3.7.1) uždavinio sprendinys. 

Kai x5=B!bZ0, reikia apskaičiuoti B“!D ir patikrinti šios 
matricos eilutes, atitinkančias taško x5 neigiamas komponentes. Jeigu 
x <0 ir (BD) e! 0, tai darome išvadą, jog X = D. Tai išplaukia iš 


3.6.3 teoremos ir dualumo sąryšių. Jeigu galioja sąlyga 
S e 
(B D) e Z0, kai x; <0, 


tai atliekama iteracija, t. y. nuo neoptimalaus pseudoplano x“ einama 


V=x+4,8", kurį atitinka didesnė tikslo funkci- 


prie kito pseudoplano x 

jos (c, x) reikšmė. Iteracijos kryptis s“ ir žingsnis A, nustatomi taip. 

Tėgi.. 440) Lk misos Ajvss A) YKA. Maricos BlD= 

=(A", A! A" ) eilutė, Aj=ej- (ep, Al), į=m+l, „n. Ap- 
Aj 


skaičiavus 80; = > Oj <0, randamas indeksas j,, su kuriuo 


J 
A 





0; =min0;. Tada vektorius s“: s5„=—A+, sĄp=e““"" yra iteracijos 
Jo J B D y. J 


o 
jį 


o 





kryptis, 0 4, = yra iteracijos žingsnis. 


lo Jo 
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Šis (3.7.1) uždavinio sprendimo būdas yra vadinamas dualiuoju simp- 
lekso metodu. Praktiškai jį taikyti yra tikslingiau, kai matricos A stulpelių 
skaičius gerokai didesnis už jos eilučių skaičių. 

Sprendžiant uždavinius yra patogu naudoti šiek tiek pakeistą simplekso 


lentelę (žr. 3.19 lentelę). 


3.19 lentelė 






























































CD Cm dep E "y a 
B CB Xp V Uas as Ąd A | 4 
al C X Cima+1 A i, «| An 
a: Cį. Xi Cim+1 Kask | Čin Ai M 
a" Cm 2 Lmm+1 Cm, Lmn 
Ap Anal Aj, sie A, 
0 6, 
3 


m 3.71 pavyzdys. Dualiuoju simplekso metodu išspręskime šį tiesinio 
programavimo kanoninį uždavinį: 
min (251 + 3X5 -5x4 45 + 1X6 Ž 215 + 2xg) o kai 
E +243 +3X4 —- Aš + 5 +2143 =6, 
—1 + —X4 +2x6 +47+3x8 =-L, 
i (373) 
M M + X + As — 246 + +th8 =-3, 
x; Z0, j=1,...., 8. 


Sprendimas. Pasirinkime kurį nors tiesinių lygčių sistemos matricos 
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1023-11 2 
A=|-1 1 0-1 0 2 1 


0 
3 
0-1-1 1 11-21 1 


tiesiškai nepriklausomų stulpelių rinkinį, pavyzdžiui, a?; a 2 a |, ir 


raskime bazinį sprendinį. Tegu B= (a?, a?, a? „Tada 


i 22 A 0 
B!=|1 0 0| =|1 1 I|, 

IZ Ji 122 

0 1 06) (-1 

x>=B'b=|1 1 1||-1|=| 2 

Iš 225 2 2 


Taigi x =(0; —I; 2; 0; -2; 0; O; 0)" yra tiesinių lygčių sistemos 
Ax=b bazinis sprendinys. 
Patikrinkime, ar bazinį sprendinį x“ galima laikyti pradiniu pseudo- 


T 
planu. Jį atitinkantis vektorius y“ = (57!) Cp turi priklausyti aibei 


Y=[ye Ru: A" y<c. Gauname, kad 


ž aa Ds i 
y = (B!) cp=|1 1 2||0|=| 1 
6122 


tenkina tiesinių nelygybių sistemą 
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= <2, 

Ya — 7583, 

2y; = 

By M TM S, 3.74) 

y +/52 SL 

v.+275- 275 €7, 
2Žy, +9) +745<-2, 

3y5 +)y3<2. 


Vadinasi, y“ priklauso aibei Y (be to, yra aibės Y kraštutinis taškas), o 
x =(0; I; 2; 0; -2; 0; O; 0 yra (3.7.3) uždavinio pradinis pseudo- 


planas. Aišku, kad jis nėra sprendinys. Situacijos analizei bei iteracijai 
(jeigu reikės) atlikti sudarykime simplekso lentelę (žr. 3.20 lentelę). 






























































3.20 lentelė 
Cn 2 = 7 Žo 2 
B|€B| 55 A! A A UA AS 22 
a* | 3 1 i DS 2 l Aa dl 
a) 2 0 3 1 4 4 
a? 1 Ž 1 3 1 6 8 
D sd -6 5 -3 1 
Ap 4 1 2 1 1 
0 4 1 
7 


Matome, kad iteraciją atlikti reikia, nes abi matricos B"!D= 


=(A", AAA Aš) eilutės (pirmoji ir trečioji), atitinkančios vekto- 
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riaus xp neigiamas komponentes, turi neigiamų skaičių. Iteracijai pasi- 
rinkime pirmąją eilutę (i, = 2 ). Iteracijos kryptį s“ apibrėžia vektorius A*. 
Gauname s“ = (0; I; —3; 1; —3; O; 0; 0 ir 4, =1. Naujasis pseudo- 
planas yra 
<= +Ąs“ =(0; 0; —1; I; 5; 0; 0; 0). 

Jis taip pat nėra (3.7.3) uždavinio sprendinys, todėl sudarome antrą 


simplekso lentelę (žr. 3.21 lentelę). Nesant požymio, kad aibė X galėtų būtų 


tuščia, atliekame iteraciją. 


3.21 lentelė 





€D 2 3 7 -2 2 





















































Pasirenkame i, =3 (nors būtų galima rinktis ir i, =5), gauname j,=1, 


todėl | s!= (I; 0; 3; —1; 4; 0; 0; 0), A -2 iro = xakAs = 


T 
-( 4: 0; 0; aš P, 0; O; 0) . Ir šis pseudoplanas nėra (3.7.3) užda- 


vinio sprendinys. Sudarome dar vieną simplekso lentelę (žr. 3.22 lentelę). 
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3.22 lentelė 
Cn 0 3 7 52 2 
B- | 685 a aa a AA 
45,5 |A|0|A|A5| A 
2,2, A A 4 6| | 46 
g | 2 | A =, K A <; 
ZD i 2 | | 5 
Ap 1 4 11 9 17 
EAR AE AB 
LŽ 
3.23 lentelė 
Cn -1 3 7 
B Cp aš Ą3 Ą2 6 
EAEALJES z 














= A | | A 
Ap | 4 | Va [A 
0 13-37 
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Atlikę iteraciją, vėl gauname  neoptimalų  pseudoplaną | x“ = 


T 
-|Ž: 0; Z. -Ž. 0; 0; O; 0) „Užpildome 3.23 lentelę. Pagal ją užra- 


T 
šome iteracijos kryptį > -(Ž; 1; -Ž L 0; 0; O; 0) , Žingsnis šia 


kryptimi 14 = 1. Iteracijos rezultatas toks: 


x =P4 kas = 57 + A = 





CCC CC CB - NN 

















0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


Taškas x! yra (3.7.3) uždavinio sprendinys. Tikslo funkcijos reikšmė šia- 


me taške lygi 7. 

Komentaras. I. Iš 3.20 lentelės matyti, kad iš pradinio pseudoplano 
= (0; —1; 2: 0; —2; O; O; 0 buvo galima eiti kita kryptimi, 
pasirinkus i, =5 (nes x5 < 0). Tada būtume gavę j, = 1, iteracijos kryptį 
s (5 050100 0)" ir iteracijos žingsnį A“= 2 . Naujasis lygčių 


sistemos Ax =b bazinis sprendinys būtų buvęs 
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xX=x 145 = +2 











CC CC CB - N 








| 
m 
Ci SL DB. 6. S - B 





Tai (3.7.3) uždavinio sprendinys. Taigi būtų pakakę vienos iteracijos. 


2. Atkreipkime dėmesį, kad ne kiekvienas tiesinių lygčių sistemos 
Ax=b bazinis sprendinys yra (3.7.3) uždavinio pseudoplanas. Pavyzdžiui, 
bazinis sprendinys X (6; —19; 0; 0; 0; 10; —2; 0 nėra pseudoplanas, 
nes jį atitinkantis vektorius y= (57) CB = -L. I netenkina 


(3.74) nelygybių sistemos (čia B=(a?, a0, d!) cp =(3; 7; -2Y7). 





3.8. Simplekso metodo taikymas transporto 
(paskirstymo) uždaviniui spręsti. Potencialų metodas 


Bendruoju transporto uždaviniu yra vadinamas toks tiesinio programavimo 


uždavinys: 


m Nn 
min 2 2 CijXjį „kai 


i=l j=1 
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n 

a <s;,i=L L, m; 

j=1 

m 

D Zz Pio =1, A (3.8.1) 
i=1 

Xij 20, i=I, ..., m, j=l, ..., n. 





Siame uždavinyje matricos c = (6; ); i=1, m, j=l, ..., n, elementai 


o 3 T. T S ; 
bei vektorių s= (515 24 5,,) ir p= (pr: 5 p„) komponentės yra nenei- 
giami realieji skaičiai. 

Transporto uždavinį (3.8.1) galima interpretuoti kaip tam tikrą prekių 
paskirstymo uždavinį. Tegu s;, i=1, ..., m, yra turimi sandėliuose S; , 
i=l, ..., m, prekės kiekiai, Pio j=L .., n, - reikalingi parduotuvėms 
P; „J=l, -.., n, tos prekės kiekiai, o Cij — prekės kiekio vieneto transporto 
kainos. Matricą c=(cp); i=l, „m, j=l o, n, toliau vadinsime 

ž : i T A 
transporto kainų matrica, vektorių s = (sį: Kr Ša) — atsargų vektoriumi, o 
. T ads € . ž ; 
vektorių p= (pr: <; p„) - poreikių (užsakymų) vektoriumi. Planuojamus 
vežti prekės kiekius iš sandėlių S; į parduotuves P; pažymėję x;;, gausime 


transporto uždavinio planą — matricą x= (55), i=l m, j=l o, n. 


n 
Suma > Xjj yra prekės kiekis, išvežamas iš sandėlio S; (i=1, ..., m), o 
J=1 
m 


suma D yra atgabentas į parduotuvę P; (j=L ..., n) prekių kiekis. 
i=1 


n 
Nelygybė 7 <s; reiškia, kad planuojamas išvežti iš sandėlio S; prekės 
j=l 
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m 

kiekis neturi viršyti turimų atsargų s;, o nelygybė D 2 p; - Jog par- 
i=l 

duotuvės R. poreikis p j turi būti patenkinamas. Išsamiau pagvildenkime 


kanoninį transporto uždavinį: 


m Nn 
min >, 2 cija; „ kai 


i=1 j=l 

n 

D s;, =, m; 

j=l 

m 

D = pjsj=15 5 Ni; (3.8.2) 
i=l 

Xij 20, i=I, ..., m, j=l, ..., n. 





Šio uždavinio planu vadinsime tik tokią mxm matmenų matricą 
x= (5) „ kurios elementai tenkina jo apribojimų sistemą. Planų aibę 
žymėsime X ir vadinsime leistinąja (3.8.2) uždavinio aibe. Planą x“ = (x) 
vadinsime optimaliu planu ((3.8.2) uždavinio sprendiniu), jeigu 


m Nn 4 Ė m Nn 
2 3 CijXij =min 2 > CijXij 2 
i=1 j=1 XEX į=1 j=1 


3.8.1 teorema. Kanoninis transporto uždavinys (3.8.2) turi sprendinį (opti- 
malų planą) tada ir tik tada, kai galioja balanso sąlyga: 
sa = 2 Dj. (3.8.3) 
i=1 j=1 

A Įrodymas. Pirmiausia įsitikinkime, kad (3.8.2) uždavinio leistinoji 
aibė X yra netuščia tada ir tik tada, kai galioja balanso sąlyga (3.8.3). 
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Kai X 0, 

In LŽ Už LA It. n 
5-4 -XU X = XP. 
i=1 i=1 j=1 j=li=1 j=1 








Kai galioja (3.8.3) balanso sąlyga, galima sudaryti matricą x = (x) „kurios 


elementai yra 


si RSS ai į=1 
Xij = „r= B= 2 Pjyi= ls Ms į = si 
į=1 


r i=l a. 





Lengva patikrinti, kad x€ X . Taigi X £0. 
Leistinoji aibė X yra aprėžta, nes su visais i=1, ..., m ir j=1, ..., n 
m n 
xi SS LS DP 
į=1 j= 
Aibės X uždarumas išplaukia iš jos apibrėžimo. 
m 


n 
Pagal žinomą Vejerštraso teoremą tolydi tikslo funkcija >“ >“ Cij Xij 
i=1 j=1 


uždaroje ir aprėžtoje leistinojoje aibėje X įgyja ir didžiausią, ir mažiausią 


reikšmę. V 


3.8.2. KANONINIO TRANSPORTO UŽDAVINIO APRIBOJIMŲ SISTE- 
MOS SAVYBĖS. Kanoninį transporto uždavinį (3.8.2) galima užrašyti taip: 
min((c, x): xe X|, X =[x€ R, „: Ax=b, x20); (3.8.4) 
čia 

-— . . . . . . . . . T 
x= (ii «5 Apo X 5 Mop Aa Ta) 5 


- . . . . . . . . . T 
eže «5 Cinos Co15 5 Cops 5 Člo 5 Či , 


= 


T 
2 21 AE 
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Matrica A turi m+n eilučių ir mn stulpelių. Jos stulpelius žymėsime 
a", i=1, „m, j=l,..., n, ir rašysime 


A=|a", a aa asa a aaa 20 
1 


Erdvės R,,„„ Koordinatinius vektorius pažymėjus “2 k=l ..,m+n, 
matricos A stulpelius galima užrašyti formule 
a! ze se = m, j=l, Nn. (3.85) 


3.8.2 teorema. Kanoninio transporto uždavinio (3.8.4) matricos A rangas 
r(A) lygus m+n-1. 

A Įrodymas. Sudėję pirmąsias m eilučių, gausime eilutę, sudarytą tik 
iš vienetų. Tokį pat rezultatą gausime sudėję paskutines » eilučių. Kadangi 
matrica turi 71+n eilučių, tai galima daryti išvadą, jog matricos eilučių 
sistema yra tiesiškai priklausoma. Taigi r(A)<m+n. 

Teoremai įrodyti pakanka sudaryti nelygų nuliui (m1+21—1) eilės 


matricos A minorą. Tam sudarykime matricą 


=| 14.21 ml  m2 2) 
B=|(a „a“, „d „a, a 


ir išbraukime jos m-tąją eilutę. Gausime kvadratinę matricą 
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10...000...0 
01...000...0 
m-l 
— |00...100 
B= 
11...110 
00...001 
n 
00...000 1 











E] 


kurios determinantas lygus 1. Vadinasi, 7(A)=m+n-1. V 


3.8.3 teorema. Kanoninio transporto uždavinio (3.8.4) matricos A bet kuris 
k-tos eilės minoras Mp, k=1, ..., m+n-1, lygus vienam iš trijų skaičių: 
-1, 0, 1. 

A Įrodymas. Pasirinkime bet kurį matricos A k-tos eilės minorą M; , 
k=1, .., m+n-l. Aišku, kad kiekviename jo stulpelyje yra ne daugiau 
kaip du vienetai. Likę elementai lygūs nuliui. Jeigu bent vienas stulpelis yra 
nulinis, tai M; = 0. 


Tarkime, kad M, nulinių stulpelių neturi. Išskirsime du atvejus. 


1 atvejis. Kiekviename minore M; stulpelyje yra po du vienetus. 


Vadinasi, dalį minoro eilučių sudaro matricos A pirmųjų m eilučių ele- 
mentai, o likusias —- paskutinių eilučių elementai. Pagal tą požymį minoro 
M; eilutes suskirstykime į dvi grupes, kurias pavadinkime pirmąja ir 
antrąja. Sudėję pirmosios grupės eilutes, gausime eilutę, sudarytą tik iš 
vienetų. Parašykime ją vietoj bet kurios pirmosios grupės eilutės. Sudėję 
antrosios grupės eilutes, taip pat gausime eilutę, sudarytą tik iš vienetų. 
Pakeiskime ja bet kurią antrosios grupės eilutę. Atlikę minėtus veiksmus, 
gauname determinantą, kurio eilutės lygios, todėl My = 0. 


2 atvejis. Yra minoro M; stulpelis su vienu vienetu. Išreikšdami 


M; tokio stulpelio elementų ir jų adjunktų sandaugų suma gausime, kad 
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M; = My, arba M; =—M;  . Analogiškai nagrinėdami M, į, gausime 

vieną iš trijų atvejų: 1) M, =0,2) M; = My 5 ir 3) M; =-My 5. 
Kadangi bet kuris pirmosios eilės minoras M, lygus nuliui arba 

vienetui, tai panašiai samprotaudami gausime, kad M; tegali įgyti vieną iš 


trijų reikšmių: —1, 0, 1. V 


3.8.2. BAZINIO PLANO OPTIMALUMO TIKRINIMAS. Toliau nagri- 
nėkime transporto uždavinį (3.3.4) ir apžvelkime visus skaičiavimus, kurie 
būtini tikrinant optimalumą ir atliekant iteraciją. 

Tarkime, kad pradinis leistinosios aibės X kraštutinis taškas x“ yra 
neišsigimęs, taigi turi (m+n-1) teigiamų komponenčių. Jo bazę 
pažymėkime B+). Bazinių vektorių a! indeksų porų (i, j) aibę 
pažymėkime Jp. Nebazinių matricos A stulpelių ga aibę Žžymėkime 
D(x“) o jų indeksų porų (k, I) aibę - Jp. 


Leistinosios aibės X kraštutiniai taškai paprastai vadinami baziniais 
planais. 

Nagrinėjamasis uždavinys iš kitų išsiskiria gana paprasta matricos A 
struktūra — jos elementai yra tik nuliai ir vienetai. Tačiau dėl tokios matricos 
A struktūros viena (galima įrodyti, jog bet kuri) jos eilutė yra likusių eilučių 
tiesinis darinys. Vieną sistemos Ax=b lygtį būtų galima pašalinti iš 
sistemos, bet tada pažeistume matricos A struktūrą. Vadinasi, reikia ištirti 
visą simplekso metodo algoritmą ir pritaikyti jį kanoniniam transporto 
uždaviniui spręsti. 

Pirmoji kliūtis tikrinant bazinio plano x“ € X optimalumą yra tai, kad 


jo bazės B (+) matrica B nėra kvadratinė. Jos matmenys yra 
(m+n)x(m+n-1). Dėl šios priežasties negalima taikyti atvirkštinės 
matricos metodo vektorių a“! e D(x) koordinatėms bazėje B(x) 


apskaičiuoti. 


3. Tiesinis programavimas 167 





Bet kurio vektoriaus e D(x) koordinates bazėje B(x) 


pažymėkime x (i, j)e Jg, o iš jų sudarytą vektorių — A. Tada 


nebazinius vektorius galėsime užrašyti taip: 

a! = Yoga! =BAV, (k, Ije Jp. (3.8.6) 

(i. j)eJp 

Matome, kad vektoriaus A“! komponentėms až. (i, j)e Jp, rasti 
reikia išspręsti tiesinių lygčių sistemą 
BAY = 4. (3.8.7) 
Šioje sistemoje yra (m+n) tiesinių lygčių su (m+n-1) nežinomųjų. Be to, 
viena (bet kuri) jos lygtis yra kitų lygčių tiesinis darinys. Pašalinkime iš 
sistemos k-tąją lygtį ir spręskime ekvivalenčią tiesinių lygčių sistemą 
BA! o gerk, 
čia B yra (m+n)x(m+n-1) matmenų matrica, gauta iš B, išbraukus 


k-tąją eilutę, o e""*!-1 


yra erdvės R„,„1 koordinatinis vektorius (jis 
gaunamas atsižvelgus į (3.8.5) formulę). Gausime vienintelį sprendinį 
AX < B-1gm+l-1 į 

Nesunku įsitikinti, kad vektoriaus A“ komponentės reikšmes gali 
įgyti tik iš aibės (-1; 0; 1). Pagal 3.8.3 teoremą det B=+1, o matricos B 
elementų adjunktai priklauso aibei [-1 0); 1] „ Vadinasi, atvirkštinė matrica 
B! negali turėti kitokių elementų, t. y. nepriklausančių aibei (-1; 0; 1. 
Belieka pasakyti, kad AF yra kuris nors matricos B! stulpelis. 

Grįžkime prie (3.8.6) formulės, turėdami mintyje, kad aV =e! xe) ir 


a e(-1; 0; 1). Lengva patikrinti, jog galioja lygybė 


a*! = gi gili paid gido ge aid p gi (3.8.8) 
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čia ai, gido giJ2 o gizd2o o girdr girl yra bazės B(x) vektoriai. 
Kadangi kiekvienas vektorius šioje bazėje išreiškiamas vieninteliu tiesiniu 
dariniu, tai vektoriaus a“! išraiška (3.8.6) gali būti tik (3.8.8) pavidalo. 

Atkreipkime dėmesį, kad a“! išraiškos (3.8.8) koeficientai yra 
vektoriaus A“! komponentės, todėl pagal šią išraišką galima iš karto 
apskaičiuoti zjį = (Cp+ Ag) ir App = Cyg = Za 


KSS A L GE 


Ag = CH = Ek tCij m A tCį į, = E Cif. Ei (3.8.9) 


Jeigu Ap; 20 su visomis indeksų poromis (k, I)€ Jp,, tai pradinis ba- 


zinis planas x“ optimalus. Priešingu atveju reikia atlikti iteraciją, nes tikslo 


funkcijos neaprėžtumo požymis negali pasirodyti (pagal 3.8.1 teoremą). 


3.8.3. ITERACIJjA. Tarkime, kad tiriamasis bazinis planas x“ € X yra 
neoptimalus, Az; <O ir 


akdo = gedi — gi į giJ2 —gi2d2 e glrdr į girdo, (3.8.10) 


Pagal 3.5.5 teoremą iteracijos kryptį s“ apibrėžia vektorius Ąkdo. taigi 


(3.8.10) išraiška. Pagal ją galima iš karto parašyti naujojo bazinio plano 
+ e X komponentes: 

A, kai (i, j) = (k., I.), 

x: —-A,, kai (i, j)e1(k,, A), (ės Jo), 5 (ip, LI, 
garas Geliksi) Gb aaa 
x t A, kai (i, į)e [(hs Ji) (šos Jo) > (ip Jr) 
0, kai (i, j)e Jp (k, L |: 


čia A, yra iteracijos žingsnis. 
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o 
Aij 





Iteracijos žingsnį 4, — mažiausiąjį skaičių iš 4; = - 5. a >0, 
aš 
taip pat lengva rasti pagal (3.8.10) išraišką: 
= min ai. p; E x] | (3.8.12) 


Išsigimimo atveju iš bazinių plano x“ komponenčių r 
(i, j)e B(x) „bent viena yra lygi nuliui, todėl sąlyga Ap 20, 
( k, I) € Jp, yra tik pakankama optimalumo sąlyga. Atliekant iteraciją gali 
pasitaikyti atvejų, kai 4, = 0. Tada pasikeičia tik tiriamojo plano bazė. Vis 


dėlto tikslinga atlikti ir tokią iteraciją, nes po jos gali netgi pasirodyti to 
paties bazinio plano optimalumo požymis. Kai šis bazinis planas tikrai nėra 


optimalus, paprastai pavyksta rasti tokią plano x“ bazę, kurioje iteracijos 
žingsnis A, yra teigiamas skaičius ir gaunamas naujas bazinis planas, 


reikalaujantis mažesnių transporto išlaidų (c, x). 


3.8.4. POTENCIALŲ METODAS BAZINIO PLANO OPTIMALUMUI 


TIKRINTI. Bazinio plano x" € X optimalumo tikrinimas skaičiuojant 
skirtumus Ajp =; = Zps (k, I)e Jp, pagal (3.8.9) formulę yra gana 


nuobodus ir ilgas darbas. Pabandykime supaprastinti (3.8.9) formulę. 


Iš pradžių patyrinėkime tiesinio programavimo uždavinio 
min4(c, 2) x€ 45 X =[xe R,: Ax=b, x20] 
kraštutinio taško x optimalumo kriterijaus 
Ap=€p -(51D) cp 20 
sąsajas su dualiuoju uždaviniu 
max ((b, y): ye Y|, Y=(ye R: Ax<c); 


čia turime mintyje, kad A = (a; ) yra mXn matmenų matrica ir 7(A) = m. 
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T T T 
Tegu y“ =(B"!) cg. Tada (B“'D) GB =D" (B!) cp=Dly“,o 
T 
nelygybė Ap =cp-[(B"!D) cpZ0 reiškia, kad DTy“ <cp, t y. 
o -1 T 
y =(B CpEY. 
ž o -1 T . Too . . 
Jei y =(B CpE€Y,tai D y Scp irtodėl Ap Z0. 
“- -1 T k 3 S 
Taigi sąlyga Ap =cp-(B D) CpZ0 yra ekvivalenti sąlygai 
o -1 T 
y =(B CpE€Y. 


Transporto kanoninio uždavinio (3.8.4) atveju kraštutinio taško x“ 


bazės B(x) matrica B nėra kvadratinė, todėl šią sąsają reikia atitinkamai 


performuluoti: 





Ap Z0 tada ir tik tada, kai sistemos Bl Y=Cp Sprendinys 


tenkina nelygybę DŽ y<cp. (3.8.13) 





Tegu y). u= (ups. i PS Nišas 2 Tada kanoninio 
v 


transporto uždavinio (3.8.4) dualųjį uždavinį galima užrašyti taip: 
m n 
max| Ds + X PyV | 
į=1 j=1 
kai Up tVį SC, i=l, „m, j=L o, n. 
Matome, kad tiesinių lygčių sistema BL y=cp labai paprasta, — ją 


sudaro dvinarės lygtys: 
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Ši sistema turi be galo daug sprendinių, nes vienas nežinomasis yra laisvas. 
Lengva įsitikinti, jog tai netrukdo taikyti (3.8.13) kriterijų tikrinant bazinio 
plano x € X optimalumą. 

Vadinasi, tikrinant kanoninio transporto uždavinio (3.8.4) bazinio 
plano x € X optimalumą reikia: 


+ sudaryti bazę B+); 


+ rasti kurį nors sistemos W; +V; = Cij, 


(i, j)e Jg, sprendinį 
u“ = (ur; 22 B y = (vi; 1 v,): 
+ apskaičiuoti App = Cyj - (uj +), LAS 
Jei Aj; Z0 su visomis indeksų poromis (k, I)€ Jp,, tai bazinis planas 
x € X yra optimalus planas. 


Skaičiai u;, i=1,..., m, ir Vis j=L ...,n, yra vadinami poten- 


cialais, o toks bazinio plano optimalumo tikrinimo būdas yra vadinamas 
potencialų metodu. 


3.8.5. UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS NAUDOJANT LENTELES. 
Sprendžiant konkrečius transporto uždavinius simplekso lentelė nenau- 
dojama, — ji tiesiog nepatogi dėl matricos A struktūros. Daug patogesnė 
vadinamoji transporto lentelė (žr. 3.24 lentelę). 

Pildant transporto lentelę rašomos tik bazinės plano x komponentės 
x; - Jas atitinkantys langeliai (i, j) vadinami užimtaisiais arba baziniais. 
Kiti langeliai vadinami laisvaisiais (nebaziniais). 

Stulpelyje u ir eilutėje v potencialai surašomi išsprendus lygčių sistemą 
Už TV = jo (i, j)e Jp. 

Tikrinant bazinio plano x optimalumą skirtumai Ajį = Cyg > (Up +Vp) 


įrašomi tik nebaziniuose langeliuose (k, !)€ Jp (nes Aj =0, kai 


(i, j)e Jp). 
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Taigi kiekviename transporto lentelės langelyje įrašomas tik vienas iš 
skaičių Aij ir Aij (Xi - kai (i, j)e JĘ ir Aj; - kai (i, j)e Jn ). 
















































































3.24 lentelė 
H Pj F, 
u v Vj Vi 
Ci €j Cln 
NY Up ės sės s 
XiAjį taj XnAjp 
Šį U 
Cl Cn Cn 
Sm Un S 
Xn A Xmj Arpj Xn App 
Pi | Pi Pn 


























Transporto lentelės langelių rinkinį (4, A), (4, j>). (i2, Jo), 
( Is a) vadinsime grandine. Tos pačios eilutės langelių porą vadinsime ho- 
rizontaliąja grandimi, o to paties stulpelio langelių porą - vertikaliąja gran- 
dimi. Iš apibrėžimo matyti, kad grandinė yra sudaryta iš pakaitomis einančių 
horizontaliųjų ir vertikaliųjų grandžių. Pirmoji grandis gali būti tiek ho- 
rizontalioji, tiek vertikalioji. Štai grandinės užrašymo pavyzdys: 
(45 A) (15 J5)2 (55 5) 2-2 (L I). 
Ši grandinė vadinama uždara, jeigu J, = jį. Uždarą grandinę dar 
vadinsime ciklu. 

Transporto lentelėje grandines galima vaizduoti rodyklėmis, jungian- 


čiomis atskiras grandis sudarančius langelius (žr. 3.8.1 pav., 3.8.2 pav.). 


3. Tiesinis programavimas 173 




















———-—— 


« 4 L 










































































3.8.1 pav. 3.8.2 pav. 





Remdamiesi išdėstyta teorija paaiškinsime, kaip nustatyti, ar tam tikras 
planas x yra bazinis, ar ne. 

Teigiamąsias plano x koordinates surašome į atitinkamus transporto 
lentelės langelius. Toliau nagrinėjame visas grandines, kurias galima su- 
daryti iš užimtųjų langelių (nebūtinai visų). Jeigu nė viena grandinė nėra 
uždara, tai planas bazinis. Priešingu atveju planas x nėra bazinis. 

Bazinio plano x“ optimalumą tikrinti visai paprasta — tereikia aps- 
kaičiuoti potencialus ir skirtumus Aj; , (k, I)€ Jp. Truputį sudėtingiau yra 
atlikti iteraciją. Galima taikyti tokią schemą. 

+ Pasirinkti langelį (k,, I) su Akį, <0. 


+ Rasti vektoriaus a“*“ išraišką bazėje B (>): 


gkl — ak) — didi + gilJ2 — gi2J2 K mc girdr + girlo ž 


Ją atitinka uždara grandinė 

(ks, k)2 (ks Ji) 2 (ės i) (is J2)> 

255 5)2-+2(55 45) 2 (hs L). 

Ši grandinė svarbi naujojo bazinio plano x! koordinatėms 
apskaičiuoti, todėl transporto lentelėje ją galima pažymėti rodyklėmis 
(panašiai kaip 3.8.2 pav.). 


+ Visiems sudarytos grandinės langeliams priskirti ženklus: pir- 
majam „+“, antrajam ,„—“, trečiajam „+“ ir t. t. 
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+ Palyginti neigiamuose langeliuose (pažymėtuose ženklu „—“) 


plano x“ bazines komponentes Xi ir išrinkti mažiausiąją. Jos 


reikšmė, sakykime, x; j, yra iteracijos žingsnis 4. 
+ Apskaičiuoti naujojo bazinio plano x! komponentes pridedant A, 
prie x“ komponenčių teigiamuose langeliuose, atimant iš jų 4, 


neigiamuose langeliuose ir nekeičiant nepažymėtuose langeliuose 
(nepriklausančiuose grandinei). 


Aprašytoji schema atitinka (3.8.10)-(3.8.12) formules, todėl gautas 
planas x! yra bazinis. 


m 3.8.1 pavyzdys. Nagrinėkime kanoninį transporto uždavinį, kuriame 


60 
70 4: 321156 
50 
80 83457 
s= „ p=| 50 |, c= 5 
60 68675 
70 
120 43524 
100 
Patikrinkime, ar transporto planai 
0 0 070 0 040 30 0 0 


I 0 50 0 0 30 2 0 10 20 50 0 


60000 0 * I600 0 0 0 


0 050 0 70 0 0 0 20 100 

30 10 10 0 20 020 50 0 0 
3 040 40 0 0 4 |50 30 0 0 0 
X = „4 =- 

0 0 0 0 60 10 0 0 0 50 


30 0 0 70 20 0 0 0 70 50 
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yra baziniai, ar tarp jų yra optimalus. Neradę optimalaus plano, sudarykime 


bent vieną bazinį planą x, tenkinantį sąlygą (c, x)< (e, x), 


i=1, 2, 3, 4. 

Sprendimas. Pagal kraštutinio taško apibrėžimą ir 3.8.2 teoremą šio 
uždavinio bazinis planas gali turėti ne daugiau kaip 8 teigiamas kom- 
ponentes, todėl x nėra bazinis planas — jame yra 10 teigiamų kom- 
ponenčių. 

Transporto uždavinio apribojimų sistemos matricą A sudaro erdvės 


4+j 


Rg vektoriai a! =e! +e**/, i=1,.., 4, j=l, ..., 5. Aiškindamiesi, ar 


Žin? yra leistinosios aibės X kraštutiniai taškai, t. y. baziniai 


taškai x!, x 
planai, turime nustatyti, ar yra tiesiškai nepriklausomos atitinkamos 


teigiamąsias planų komponentes atitinkančios matricos A stulpelių sistemos 


T(+)=|a!“, 12.45. 31 48, d? 
T(+)=|4', a 42.43. 42 L Žo | iš 
T(*)=[a"?, a3 4242 55 44 a) 


Pagal planų x! x? ir x matricas sudarykime 4x5 matmenų lenteles (žr. 
3.8.3 pav.). Į jas rašykime tik teigiamąsias planų komponentes. Nesunku 
pastebėti, kad x! ir x4 yra baziniai planai, nes juos atitinkančiose lentelėse 
(3.8.3 pav., a ir c) iš užimtųjų langelių negalima sudaryti nė vienos uždaros 
grandinės (ciklo). O planą 12 atitinkančioje lentelėje yra vienas ciklas: 

(1, 2)—(L, 3)—> (2, 3)—>(2, 2) >(2, 1) (3.83 b pav. lentelėje jis 





pažymėtas rodyklėmis). Taigi x? nėra bazinis planas. 


Derėtų pridurti, kad bazinis planas x! yra išsigimęs. 
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50 | 30 





10 50 





70 | 50 3.8.3 pav. 























Tirdami planų x, x, "ai optimalumą, iš pradžių apskai- 


čiuokime tikslo funkcijos (e, x) reikšmes (e, r i=l, 2,3, 4: 
(e, x!)=5:70+3-50+7-30+6-60+5-50+4-70 = 1600, 
(e, +*)=3-4042-304+3-10+4-20+5-504+6-6042-20+4-100 = 1340, 


(e, *)=4-30+3-10+2-10+6-20+3-40+4-404 
+5-604+4-30+2-70+4-20=1210, 
(e, +*)=3-20+2-50+8-50+3-304+6-10+5-50+2-70+4-50 = 1300. 
Pigiausias planas yra 

30 10 10 0 20 
+ [04040 0 0 


0 0 0 0 60 
30 0 0 70 20 


į 


tačiau jo optimalumui patikrinti tiesioginių priemonių neturime — šis planas 


nėra bazinis. 





3. Tiesinis programavimas 177 





Iteracinei bazinių planų sekai konstruoti pagal potencialų (modifikuotą 
simplekso) metodą pradiniu baziniu planu pasirinkime neišsigimusį bazinį 
planą x*. Jo optimalumo tikrinti nereikia (jis nėra optimalus), bet turime 


užpildyti visą transporto lentelę (žr. 3.25 lentelę). 


3.25 lentelė 










































































Potencialams apskaičiuoti sudarome dvinarių lygčių sistemą (pagal bazę 
B(+)=[d alia aaa; 49) 


E] 





Up tvo =3, 
Uu +tvą-2, 
Up +, = 8, 
a (3.8.15) 
u3 +, =6, 
U3tV5 =5, 
UptVvą-=2, 
Uu +V5 =4. 
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Šios sistemos sprendinio (pasirinkę u, =0) komponentes u;, 


i=1, 2,3, 4,ir v j j=L ..., 5, iš karto surašome į atitinkamus stulpelio 


u ir eilutės v langelius. Apskritai tiesinių lygčių sistemos (3.8.15) galima net 
nerašyti, o visus skaičiavimus atlikti tiesiog 3.25 lentelėje. Kad baziniai 
langeliai aiškiau išsiskirtų, bazines plano komponentes apibraukime, o lygių 
nuliui visai nerašykime. 

Skirtumus App = cy =(up +v;). (k. I)e Jp. apskaičiuojame pagal 


3.25 lentelę ir įrašome nebaziniuose langeliuose. 
Iteracijai atlikti pasirenkame langelį (1, 1). Jame Aj;=-4<0. Šį 


langelį pažymėkime žvaigždute „*“. Sudarome uždarą grandinę iš užimtųjų 
(bazinių) langelių ir pažymėtojo žvaigždute nebazinio langelio ( IR 1) i 


(1, 1) —>(1, 2) >(2, 2)—>(2, 1)—(L 1). 


(3.25 lentelėje šis ciklas pažymėtas rodyklėmis). Ciklą sudarantiems lan- 
geliams priskiriame ženklus (+ arba -). Iteracijos žingsnį 4, apskai- 





čiuojame pagal plano x: komponentes neigiamuose langeliuose: 
4, = min (15: xi = 20. 


Perskaičiuojame plano x komponentes, pridėdami 4, =20 teigiamuose 


langeliuose ir atimdami A, = 20 neigiamuose langeliuose. Kitų plano kom- 


ponenčių nekeičiame. Taip gauname naują bazinį planą x: 


20 0 50 0 0 
s [30 50 0 0 0 

10 0 0 0 50| 

0 0 0 70 50 


Jis turi 8 teigiamas komponentes, taigi yra neišsigimęs. Plano optimalumui 
tikrinti ir (jeigu reikės) iteracijai atlikti užpildome naują — 3.26 lentelę. Po- 
tencialus apskaičiuojame tiesiog lentelėje (vėl imame u4 = 0). Čia pat aps- 
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kaičiuojame ir skirtumus Aj; = jį = (Uk +7) nebaziniuose langeliuose. Gau- 
name du neigiamus skaičius: A54 =-2 ir Aj, =-1. Vadinasi, x? nėra opti- 
malus planas. Iteracijai atlikti renkamės langelį (2, 3) „ji pažymime žvaigž- 


dute, sudarome uždarą grandinę (2, 3) > (1, 3) — (1, 1) — (2, 1)— 








— (2, 3) ir apskaičiuojame iteracijos žingsnį 4, = min (x y: i =30, 


3.26 lentelė 




































































Perskaičiavę plano * komponentes pagal (3.8.11) formules, gauname nau- 
ją bazinį planą 10: 
50 0 20 0 0 
6 050 30 0 0 
"10 0 0 0 50) 
0 0 0 70 50 


Šio plano optimalumui patikrinti ir (prireikus) iteracijai atlikti užpil- 
dome 3.27 lentelę. Bazinis planas x neoptimalus (A4, =-1< 0). Atlikę 


dar vieną iteraciją, gauname optimalų bazinį planą (žr. 3.28 lentelę) 
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50 0 20 0 0 
+ 10 50 30 0 0 
"100 0 060 
10 0 0 7040 


3.27 lentelė 
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Tikslo funkcijos reikšmė (e, x) tokia: 
(e, x )=4:50+2-20+3-50+4-30+5-60+4-10+2-70+4-40=1150. 


Dabar jau galima atsakyti į klausimą, ar tarp planų "2 x2 5 * dra yra 
optimalus. Atsakyti į šį klausimą galėjome ir po priešpaskutinio žingsnio, 
nes 


(e, »)=1220> (6 »>(e x*)=1160. 


3.8.6. PRADINIO BAZINIO PLANO SUDARYMAS. Yra įvairių — galima 
sugalvoti ir naujų — transporto uždavinio pradinių bazinių planų sudarymo 
būdų. Taikant, pavyzdžiui, šiaurės vakarų kampo taisyklę visai neat- 


sižvelgiama į transporto kainas (matricos c = (6; ) elementus), todėl galima 


gauti labai netobulą pradinį bazinį planą ir todėl gali tekti atlikti daug ite- 
racijų ieškant optimalaus bazinio plano. Mažiausios kainos ir Fogelio 
metodai šiuo aspektu yra gerokai subtilesni, tačiau reikalauja daugiau 
skaičiavimų. Vis dėlto galima įžvelgti visų metodų bendrą bazinio plano 
sudarymo principą — pasirinkus transporto lentelės langelį (plano matricos 
poziciją) (A j) „įrašoma plano komponentė x;;, kuri apskaičiuojama pagal 


formulę: 


Xi =min(s;; Pi. i=l m, j=l on. (3.8.16) 


Pagal šį principą įrašius plano komponentę x, eliminuojama i-toji 
plano matricos (transporto lentelės) eilutė (jei s; < p;) arba j-asis jos 
stulpelis (jei 5; > p;), o kartais ir eilutė, ir stulpelis (jei s; = p; ). Kita 
bazinė plano komponentė apskaičiuojama pagal tą pačią taisyklę (žinoma, 
s; pakeitus skirtumu s; — X; , 0 p; - skirtumu p; - X ). 

Visi pradinio plano sudarymo būdai (taisyklės, metodai) skiriasi vienas 
nuo kito tik bazinių (teigiamųjų) plano komponenčių įrašymo į transporto 
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lentelę arba plano matricą tvarka (eiliškumu). Pagal šiaurės vakarų kampo 
taisyklę pradedama nuo pozicijos ( Il 1) „ Eliminavus pirmąją eilutę arba (ir) 
pirmąjį stulpelį, toliau einama į vieną iš trijų pozicijų: (2; 1), (1; 2), 
(2; 2). Tai priklauso nuo to, ar 5; < pj, 5; > Pjs 5; = pj» Analogiškai 


elgiamasi ir toliau. 
Sudarant bazinį planą mažiausios kainos metodu pradedama nuo 
pozicijos (i,; j, ) , tenkinančios sąlygą 
Ci j, =min(c;;: i=l, ..., m, j=l,..., nj. 
Eliminavus, pavyzdžiui, ir eilutę, ir stulpelį (jei būtų s; = p j,), toliau 


ieškoma pozicijos (i1; jį), tenkinančios sąlygą 


Či, =min[c;.: i=1, 4 i i +1, 05 m, j= 15 J, L ja An. 
Žinoma, įmanomi atvejai, kad bus kelios pasirinkimo galimybės. Tada 
poziciją reikia rinktis savo nuožiūra. Procedūra tęsiama, kol bus sudarytas 
visas bazinis planas. 

Fogelio (W. R. Vogel) pasiūlytas metodas dar subtiliau atsižvelgia 1 
transporto kainas Cij> i=l, ..., m, j=l, ..., n. Iš pradžių apskaičiuojami 
kiekvienos eilutės ir kiekvieno stulpelio elementų skirtumai tarp paties 
mažiausio ir gretimo pagal didumą skaičiaus. Tai savotiškos baudos už 


pigiausio maršruto ignoravimą. Pradedama nuo tos eilutės ar stulpelio, kur 
ši bauda yra didžiausia. Skaičius Xij (gautas pagal 3.8.16 formulę) įrašomas 


į poziciją, kurioje transporto kaina mažiausia. Paskui (eliminavus eilutę, 
stulpelį arba ir eilutę, ir stulpelį) baudos yra perskaičiuojamos ir pagal tą 
pačią taisyklę įrašoma kita bazinio plano komponentė. 

Patyrinėkime 3.8.1 pavyzdyje nagrinėtą ir išspręstą kanoninį transporto 


uždavinį, kuriame 
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60 

70 43256 
50 

80 83457 

s= „ p=| 50 |, c= ; 

60 68675 
70 

120 43524 
100 


Šis uždavinys turi vienintelį optimalų planą (jis yra bazinis) X : 


50 0 20 0 0 
0 50 30 0 0 
0 0 0 0 60| 
10 0 0 70 40 


x= 


Jo įvykdymo kaina (transporto išlaidos) (e, x) yra 1150. 
Pagal šiaurės vakarų kampo taisyklę gautume tik tokį pradinį bazinį 
planą (pažymėkime jį x“ ): 


60 10 0 0 0 
„104040 0 0 
* 66 1050-10 

60 60 0 20120 


Bendrosios transporto išlaidos (e, x*)=1520 yra gerokai didesnės už 


optimaliojo plano išlaidas. 
Ir mažiausios kainos metodu, ir Fogelio metodu galima gauti (bet yra ir 
daugiau variantų) tokį pradinį bazinį planą x: 
50 0 20 0 0 
0 50 30 0 0 
0 0 0 0 60| 
10 0 0 70 40 


Xx= 


Šio plano įvykdymo kaina (c, x) =1180 — ji visiškai artima optimaliajai 


kainai. 
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3.9. Sveikaskaitis uždavinys. Gomori algoritmas 


Yra įvairių optimalaus planavimo, tarp jų ir tiesinio programavimo, už- 
davinių, kuriuose reikalaujama, kad sprendinio komponentės būtų sveikieji 
skaičiai. Čia susipažinsime tik su sveikaskaičiu tiesinio programavimo 
kanoniniu uždaviniu 

min((c, +) x€ X;|. 

Xi = [xe R,: Ax=b, x20, (4, ee Zi Sikus 1) (3.9.1) 


ir jo sprendimo Gomori (R. Gomory) algoritmu. 


Iš pradžių nagrinėkime kanoninį tiesinio programavimo uždavinį 
min((c, x): xe X|, X =[x€ R,: Ax=b, x20), (3.9.2) 
nekreipdami dėmesio į vektoriaus x sveikaskaitiškumo sąlygą ( e) je L, 
j=l o. Nn. 


ij bei 


Tegu matricos A= (aj), i=l, ..., m, j=l, ..., n, elementai a 
vektorių b ir c komponentės yra sveikieji skaičiai. 

Sakykime, kad kraštutinis taškas x€ X yra (3.9.2) uždavinio 
sprendinys, o B( x) yra jo bazė. Jei visos vektoriaus x komponentės būtų 
sveikieji skaičiai, tai, žinoma, jis būtų ir sveikaskaičio uždavinio (3.9.1) 
sprendinys. Patyrinėkime atvejį, kai optimalus aibės X kraštutinis taškas X 
turi bent vieną nesveikaskaitę komponentę. 

Kaip ir anksčiau bazės B(x) matricą žymėkime B, bazinių indeksų ai- 
bę Jg =Lii 5 iki i, |, o nebazinių indeksų aibę Ip = (nasi 3 jų) 

Pasirinkime bet kurią nesveikąją optimalaus kraštutinio taško Xx 
komponentę ir nagrinėkime ją atitinkančią simplekso lentelės eilutę. 
Tarkime, kad pasirinktoji komponentė yra Xi, (X >0), o x yra bet kuris 


leistinosios aibės X taškas. Tada iš lygybės Ax = b gauname: 
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BlAx= B"|b, 
Br! (Bxp + Dxp) = Xp , 
Xp + B !Dxp = Xp ir 


21717 (3.93) 


JeJp 


Bet kurio realiojo skaičiaus a sveikąją dalį žymėkime [a], o trupmeninę — 
(a). Pagal apibrėžimą [a] yra didžiausias sveikasis skaičius M, su kuriuo 
galioja nelygybė M <a. Trupmeninė skaičiaus dalis (a) apibrėžiama 


formule (a! =a-[a]. Kadangi EE į ir x; Z0 su visais je Jp, 


tai iš (3.9.3) gauname nelygybę 


X; +) Ci į |*; Šu (3.94) 


JeJp 


Ją tenkina visi leistinosios aibės X taškai. Kai xe X7, t. y. kai visos 
taško x€ X komponentės yra sveikieji skaičiai, tai S 2 lai ;|* j yra 
JeJp 


sveikasis skaičius. Vadinasi, galioja sąlyga 


x lai x <, | „kai xe Xz. (3.9.5) 
JeJp 
Čia pat atkreipkime dėmesį, kad optimalusis taškas x€ X netenkina (3.9.5) 


nelygybės. 
Analizės rezultatai leidžia suformuluoti labai svarbią išvadą: hiper- 


plokštuma 


H=+x€R,: Xi, + ž Le j | -[>, | 


JeJp 
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griežtai atskiria (3.9.2) uždavinio nesveikaskaitį optimalųjį tašką x nuo jo 
leistinosios aibės X sveikaskaičių taškų aibės X7. Taškas x priklauso 
puserdviui H“ „aibė X z yra puserdvyje HH“ ir xEH. 

Remdamiesi šia išvada, toliau spręskime tiesinio programavimo 
uždavinį 


min (c, x) „kai 


Ax=b, 

+ Mas s[ >] (3.9.6) 
JeJp 

xz0. 


Jeigu šio uždavinio optimalusis taškas būtų sveikaskaitis, tai jis būtų (3.9.1) 
uždavinio sprendinys. Priešingu atveju vėl galėtume nupjauti dalį leis- 
tinosios aibės kartu su optimaliuoju tašku ir spręsti dar vieną (pagalbinį) 
tiesinio programavimo uždavinį. 

Gautąjį (3.9.6) tiesinio programavimo uždavinį pakeiskime ekvi- 
valenčiu uždaviniu, pasitelkę pagalbinį kintamąjį Xp 41: 
Xn+1 -[>, |- x; 2 2. Leij ]xj . 

JeJp 
Taigi spręskime tokį uždavinį: 


min (c, x) „kai 


Ax=b, 
E > Le |x + Xaai SE || (3.9.7) 
JeJp 


x20, Xp41 Z0. 


Šio uždavinio lygčių sistemos matricos (pažymėkime ją A(1)) stulpeliai 


al (1), j=L , n+1, yra erdvės R„,į vektoriai: 
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a! si 
a! (1)= 2 „kai je Jp (ip): 
3 a! a 
(= i „kai jsi 


al 
a! (1)= | „kai j€ Jp; 





Dar apibrėžkime tokius vektorius: 


b(1) t J Rais C(1) -[5) Rais x(I) "EC Rio 


Dabar jau galima naująjį tiesinio programavimo uždavinį (3.9.7) užrašyti 
(3.9.2) uždavinio pavidalu: 


min[(c(1), x(1)): x(1)e X (J), 


X (1)=[x(1)e Rps1: A(1)x(1)=6(1), x(1) 20). (3.9.8) 


Šio uždavinio apribojimų sistemos matricos A(1) elementai bei vektorių 
b(1) ir c(1) komponentės (kaip ir (3.9.2) uždavinyje) yra sveikieji skaičiai. 
Čia išdėstytas sveikaskaičio tiesinio programavimo uždavinio (3.9.1) 
sprendimo Gomori algoritmas dar yra vadinamas pjūvių metodu. 
Pagvildenkime (3.9.8) uždavinio sprendimo pradžią. Šį uždavinį 
galima spręsti tiek simplekso, tiek dualiojo simplekso metodu — vis tiek 
gausime optimalų kraštutinį aibės X (1) tašką. Tačiau ir vienu, ir kitu atveju 


reikia pasirinkti pradinį aibės X (1) kraštutinį tašką arba pradinį pseu- 


doplaną bei skaičiuoti jo bazės matricos atvirkštinę matricą. O gal galima 
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pasinaudoti jau išspręsto (3.9.2) uždavinio rezultatais? 
Sudarykime (11+1)x(m+1) matmenų matricą B(1): 


B(1) = (ai (1), aaa a) s 


Ją galima užrašyti ir taip: 


B 0 

B(1)= T, |. 
( ) (4) 1 

Šios matricos determinantas det B (1) yra toks pat, kaip ir matricos B 


determinantas: det B(1) = det B. Taigi matrica B(1) yra neišsigimusi ir turi 


atvirkštinę matricą B“! (js 


pri 0 








T 
(čia sandauga (+) 5 yra matricos 52 k-toji eilutė). Apskaičiuokime 
tiesinių lygčių sistemos A(1)x(1)=b(1) bazinio sprendinio bazinių 


komponenčių vektorių XB(1) (1): 
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Taigi gauname tokį tiesinių lygčių sistemos A(1)x(1)= b(1) bazinį spren- 
dinį x“ (1): 
o (1) XB o 0 
*p(1 = 14 D) V: 
= 15 1) 50) 
Aišku, kad x (1)g X (1). Vadinasi, šis bazinis sprendinys galėtų tikti tik 
kaip pradinis pseudoplanas, jeigu (3.9.8) uždavinį sugalvotume spręsti dua- 
liuoju simplekso metodu. Bet ir šiuo atveju dar reikėtų patikrinti, ar bazinis 
sprendinys x“ (1) tenkina sąlygą 
T T T 
T -1 -1 -1 
D" ()-(B7 (1) es ()= (B ()-D(1)) esi ()= (BD) ep. 
Kadangi x€ X yra optimalus kraštutinis taškas, tai 
-1 T 
Ap =cp-|(B D) Cp Z0. 
T 
Todėl (B“1D) cg <cp. Beto, cpyj (I) = p. Vadinasi, Apr =Ap 20. 
Bazinis sprendinys x“ (1) iš tiesų yra (3.9.8) uždavinio pseudoplanas. 


Raskime vektorių a“ (1), jeJ (= Ds koordinates bazėje 


vu) 
£ 
=. 
— 





eu aa eta) 


Matome, kad sprendžiant (3.9.8) uždavinį dualiuoju simplekso metodu visai 
nesunku užpildyti pirmąją simplekso lentelę pagal (3.9.2) uždavinio 
sprendimo paskutinę lentelę (žr. 3.29 ir 3.30 lenteles). 
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3.29 lentelė 
€D Cm+l Cn 
B CB Xp A A" 4 
a Cį Xi Cim+1 Cn 
a Ck Xi km Cn 








Kad būtų aiškiau, 























Jp = 45 m), Jn =/m+1, i nį. 


3.29 ir 3.30 lentelėse pavaizduotas atvejis, kai 






























































3.30 lentelė 

Cn (1) Cm+1 Ža Cn 

B() (cp()| x5(1) | A! Ąd FU 
a! (1) ą x Cim+1 ii Ain 
aš (1) Ck k Ckm-+1 Oki, Ckn 
a" (1) Cm Im Crmm+1 Emnj Lunn 

a 0 14) | -Leim) [a 120) | i, 

žD Žm+l Žj, Žpn 

Ap Am21 Ai, A, 

0 0, 
T 
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m 3.9.1 pavyzdys. Taikydami Gomori algoritmą, raskime kanoninio tie- 


sinio programavimo uždavinio 


min (5x4 M + x ) 5 kai 


BX - X —- X3 =4, 
X,-X + -X =1, 
T (3.9.9) 
2x, + X +2x3 + As =7, 
Xi 20, j=L ..., 5, 
sveikaskaitį sprendinį. 
, a a 1 13V 
Sprendimas. Leistinosios aibės kraštutinis taškas x = 3 0; O; 3 2 


yra optimalus. Jo bazės B(X) =[d!; a*; a) matricos B= (d, a“, P) at- 


virkštinė matrica yra 


400 
B!=| 4-1 0|. 
2,01 
Pagal simplekso lentelę (žr. 3.31 lentelę), pasirinkę pirmąją eilutę 
(X = ze Z ), sudarome naują tiesinio programavimo kanoninį uždavinį: 
min (5x, — x> + x5), kai 


Ix X M = 


M-M +tX3—- 14 =1, 
2x + Xx + 2x2 + X5 = 7, (3.9. 10) 
M-M M +xg- L 





550 Žo 


Šio uždavinio sprendimas pateiktas 3.32 ir 3.33 lentelėse. 
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3.31 lentelė 


























| ]seaejaeaojas 
TS DT RSS X 
SE Sd 2 
SR n|s|s 
m TB | Ša | 




















3.32 lentelė 
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3.33 lentelė 





A (1) 


7 





A“ (I) 








Cn 


žD 
Ap 



































3.34 lentelė 


























„Aka, 
= "r = 
Es = as > T 
= 
= 
a a 
— a — 
„2-6 
T 
a 
a 
S ZII 54 
ŠlM|el| S| T o 
o Dokas P augino. T NES „slilkos 
Zi G Ga = 
LI — | —| | —| — | — 
KA | TR T a S = 
si B|aB| S 3 




















(A 
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3.35 lentelė 








-2 








D 


žD 
Ap 






































3.36 lentelė 








-2 


-2 








D 


ŽD 
Ap 
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T 
Jo sprendinys (Ž Si 0; O; i 0) taip pat nėra sveikaskaitis. Dalį 


leistinosios aibės kartu su optimaliuoju tašku nupjauname (pasirinkę 
pirmąją 3.33 lentelės eilutę) erdvės IR4 hiperplokštuma, kurią nusako 
tiesinė lygtis 3,—x4=1, ir toliau sprendžiame dar vieną tiesinio 
programavimo kanoninį uždavinį: 


min (5x4 M + X ) > kai 


3x - M 3 = 
M-M +M3—-A4 = 
2x, + X +2x +xX = 
1 2 3 5 2 
(39.11) 
M- M 4 + 46 =Į, 


m -Xgtay =, 





T 
Šio uždavinio sprendinys (žr. 3.34—3.36 lenteles) yra (2 ži Si 0); Si 1; 0) , 
Jis taip pat nėra sveikaskaitis, todėl pasirenkame antrąją 3.36 lentelės eilutę 
(būtų galima pasirinkti ir trečiąją arba ketvirtąją) ir sudarome kanoninį 
tiesinio programavimo uždavinį: 


min (5x M + *3) S kai 


3 m) M 


X-MX 14-44 =, 
24 +X5 + 243 + 45 =7, 
XX — 43 + 146 =, (3.9.12) 
Xi X, 1 =1, 
X — 44 —Xptxg =0, 





4520 si 
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Pirmąją šio uždavinio simplekso lentelę (3.37 lentelę) užpildome pagal 
3.36 lentelę, o atlikę iteraciją (3.38 lentelė), gauname optimalų (3.9.12) už- 
davinio pseudoplaną  —  leistinosios aibės kraštutinį = tašką 
x (3)= (2; I I; I; O; I; O; 0. Atmetę pagalbinius kintamuosius CP. 


x ir x) atitinkančias komponentes, turėsime (3.9.9) uždavinio svei- 
kaskaitį sprendinį ( 2; 1; 1; I; 0) . Atkreipkime dėmesį, kad šis sveikaskaitis 


taškas nėra leistinosios aibės X kraštutinis taškas. 


3.37 lentelė 





0 0 
A! (3) | 4'(3) 


-1 


G 
2 


CB 





sri 

— 

(95) 

Žr |— 
= 

o 

— 

(63) 

— 


-1 











S 
= Saale = M 
a 



































a'(3 0 -2 
Oa EA sa 0 p 
D -4 
Ap 4 
0 2 
T 
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3.38 lentelė 








-2 








CD 


žo 
Ap 
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